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Geleitwort. 



1) Der Leitfaden, den ich hiermit den Faehgenossen zur 
Prüfung überreiche, enthält den Lehrstoff, den die amtlichen Pläne 
für die mittleren Klassen höherer Schulen vorsehreiben. An Real- 
anstalten wird er für Quarta bis Untersekunda, am Gymnasium 
wohl noch für Obersekunda ausreichen, — Der zweite Teil des 
Leitfadens giebt am Schlufs die Anfangsgründe der Trigono- 
metrie, der dritte die der Stereometrie, soweit sie für die 
Absehlufsprüfung erforderlich sind. — Im planimetrischen 
Teile geht die Behandlung der perspektivischen Figuren wohl über 
das vorgeschriebene Pensum hinaus. Ich halte es aber für an- 
gemessen, dafs mit diesen die Geometrie der Oberstufe beginnen 
soll, und dafs dieser spätere Ausgangsstoff möglichst eng mit den 
Elementen zu verweben sei; die Stetigkeit in der Entwicklung des 
Systems kommt dadurch klarer zum Ausdruck. 

2) Der Leitfaden gehört zu den „kurzen Lehrbüchern"; 
er giebt die Beweise nur in knappen Andeutungen und versucht 
durch kurz gefafste Merksätze die wichtigsten Gesichtspunkte 
hervorzuheben, die im Unterrichte zur Sprache kommen. — Lehr- 
sätze und Merksätze sind ohne verbindenden Text aneinander ge- 
reiht; in ihrer Aufeinanderfolge spricht sich der methodische 
Plan aus, der dem Leitfaden zu Grunde liegt. — Ihre Verbindung 
ist Sache des Lehrers; ebenso kann die ausführliche Fassung der 
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Beweise nur durch lebendigen Vortrag den Schülern übermittelt 
werden. — Der Lehrer hat auch, wie ich glaube, in der Auswahl 
des Stoffes ausreichende Freiheit, so dafs er auch dort, wo er den 
Inhalt zu reichlich bemessen, finden sollte, eine Überbilrdung winl 
vermeiden können. 

3) Im Quartanerpensuni habe ich vor allem auf den 
propädeutischen Abschnitt (11) hinzuweisen, der die Kon- 
gruenz ebener Figuren unter eingehender Berücksichtigung 
der verschiedenen Bewegungsarten anschaulich behandelt. 

Ihm geht in Abschnitt I eine Zusammenstellung von Grund- 
sätzen und Erklärungen der Begriffe voraus, die später für die 
■wissenschaftliche Behandlung der Geometrie erforderlich sind. 

Ich weifs wohl , dafs mir das Voranstellen von abstrakten 
Definitionen den Vorwurf eintragen wird, dafs ich nach der alten, 
Euklidischen Schablone gearbeitet habe. — Ich sehwankte auch 
lange, ob ich nicht besser thäte, den Inhalt des ersten Abschnitts 
mit in den zweiten zu verarbeiten. Nach reiflicher Überlegung 
habe ich mich aber für die Sonderung entschieden, weil sich der 
propädeutische Teil durch die Ausschaltung der Definitionen einheit- 
licher und geschlossener gestaltete, und weil eine übersichtliche 
Zusammenstellung der Begriffe für spätere Wiederholungen zweck- 
mäfsiger ist. 

Ich pflege, bevor ich zu Abschnitt II übergehe, von I nur die 
drei ersten Paragraphen durchzugehen; die Erklärungen von §§ 4 — 7 
werden erst dann herangezogen, wenn in Abschnitt II die ent- 
sprechenden Gebilde und Begriffe auftreten. 

Ich brauche es wohl nicht besonders hervorzuheben , dafs ich 
in den ersten Stunden die Anschauung in ausgiebigem Mafse zu 
Hülfe rufe und viel mit Körper- und mit Pappmodellen hantiere. 
Würfe] und Kugel finden am meisten Verwendung; aber auch 
andere stereometrische Modelle und sonstige Gegenstände, die sich 
im Klassenzimmer vorfinden, müssen zur Ableitung und Veran- 
schaulichung der abstrakten Begriffe herhalten. Ich bin aber 
nicht der Ansicht, dafs die dazu erforderlichen Erörterungen aus- 
führlich im Lehrbuch zum Abdruck kommen müssen. Solche 
Lehrproben gehören vielleicht in eine für unerfahrene Lehrer 
bestimmte methodische Anleitung; es ist aber meines Erachtens 
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ein Irrtum, zu glauben, dafs sie auch von Quartanern mit Ver- 
ständnis und Vergnügen gelesen werden. 

Eine Propädeutik wird erst dann fruchtbringend, wenn sie 
mehr als eine immerhin ermüdende Besprechung von Dingen und 
Verhältnissen, die dem Schüler alltäglich erscheinen, bietet. Sie 
mufs, von bekannten Anschauungen ausgehend, das fiebiet des an- 
schaulich Fafsbaren erweitern und dem Schüler thatsäehlich neue 
Erfahrungen zuführen. 

Das Zusammenlegen von zu vergleichenden Strecken und 
Flächen ist das Fundament jeder Mefskunst; deshalb wird 
Geometrie in der Schule stets mit der Kongruenz beginnen müssen, 
wie sie es in der Geschichte gethan hat, und deshalb wird man 
auch das neue Beobachtungsmaterial im Gebiete der Kon- 
gruenz zu suchen haben. — Nach dem Vorgange der Lehrbücher, 
die die Anschauungsweisen der Geometrie der Lage für den 
Schulunterricht verwerten wollen, behandelt auch der Abschnitt II 
die Bewegungen, durch die kongruente Figuren aus beliebigen 
Anfangslagen heraus zur Deckung kommen. — Ich vermeide es 
aber von axialer oder centriseher Symmetrie zu sprechen, weil sich 
nach meiner Erfahrung die Schwierigkeiten für den Anfänger 
steigern, wenn man mit Begriffen operiert, die ganze Reihen von 
Anschauungen zusammenfassen. — Wenn sieh zu früh die „Worte" 
einstellen, so gehen die Anschauungen verloren. ~ Di© „Be- 
wegungserscheinungen" an sich, die dabei in Betracht kommen, 
halte ich aber für höchst wissenswerte Vorgänge aus der 
wichtigsten aller Naturwissenschaften, der Raumlehre. 

Da es sich um einen vorbereitenden Kursus handelt , so kann 
man zwangloser und schneller vorwärts gehen, als bei wissenschaft- 
licher Behandlung. Man braucht anfangs nicht zu verlangen, dafs 
der Schüler die Erläuterungen des Lehrers wiederzugeben imstande 
sei. — Die Übungen sind so zahlreich und bewegen sich alle in 
gleicher Richtung, dafs nach einiger Zeit auch die schwächeren 
Schüler bequem folgen können. Überdies enthält der Abschnitt 
kaum einen Satz, der nicht in anderem Zusammenhange später 
noch einmal vorkäme. — Wie viele von den Übungen zur Durch- 
nahme gelangen können, das hängt von der Begabung der Klasse 
und der Länge der verfügbaren Zeit ab. — Besonderer Wert ist 
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auf das Zeichnen, auf die Reproduktion der Figuren des Leit- 
fadens, zu legen. 

4) Bei der Vergleichung zweier Dreiecke gehen den 
verschiedenen Kongruenzsätzen die entsprechenden Konstruktions- 
aufgaben voraus. Dem Lehrer bleibt es überlassen , die Kon- 
gruenz aus der Eindeutigkeit der Konstruktion zu folgern, anstatt 
durch Zusammenlegen der Figuren zu beweisen , wenn er als be- 
kannt voraussetzen will, dafs ein Kreis mit einer Geraden oder 
mit einem anderen Kreise nur zwei Punkte gemein haben kann. 

5) Die Lehre von den Parallelen steht, entgegen der 
Üblichen Anordnung, hinter der Dreieekslehre ; dadurch ist die 
Anwendung der Kongruenzsätze möglieh und die Darstellung 
strenger und anschaulicher geworden. — Für die Ableitung der 
Wiukelbeziehungen besitzt der Schüler jetzt auch mehr Reife als 
bei Beginn des geometrischen Unterrielits. — Von Vorteil ist es 
auch , dafs die Beschäftigung mit dem Parallelogramm sofort vor- 
treffliche Übungen für die Parallelensätze abgiebt. 

6) Ich habe mir erlaubt , die Figur , die sich aus den 
Strecken zwischen einem festen Punkte und den Punkten einer 
Geraden zusammensetzt , und die, wie bekannt , von fundamentaler 
Redeutung für die Planimetrie ist, als „ebenen Kegel" zu be- 
zeichnen. In der Kreislehre ist es an vielen Stellen vorteil- 
haft, abkürzende Bezeichnungen für die an dieser Figur auf- 
tretenden Strecken und Winkel zu haben. 

7) Die Zerlegungen, die in Abschnitt VIII und IX 
zur Veranschaulichung der Flächengleichheit dienen, werden 
nur zum Teil bekannt sein. Die Zerlegung der Pythagoreischen 
Quadrate trifft man häufig in Lehrbüchern, seltener die Zerlegung 
von Parallelogrammen mit gleichen Höhen und gleichen Grund- 
linien (vgl. Henrici und Treutlein, Teil I p. 95). Auf diese allein 
stützen sich die im Texte angegebenen Konstruktionen. 

Ich halte diese Zerlegungen für einen der interessantesten 
und ästhetisch schönsten Teile der elementaren Planimetrie,, der 
sich anschaulieh fast ohne sonstige Hülfsmittel behandeln läfst und 
eine Gruppe höchst wissenswerter Eigenschaften der ebenen, 
geradlinig begrenzten Figuren kennen lehrt. — Es wird — 
ich mufs es nochmals betonen — in unserem Schulunterrichte zu 
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sehr verkannt, da-fs die Geometrie die erste unter den Natur- 
wissenschaften ist, und dafs sie deshalb nicht nur Fertig- 
keiten und logische Schulung, sondern auch Kenntnisse 
zu übermitteln hat. 

Sollte sich im wissenschaftlichen Unterricht keine Zeit für 
die Ausführung der Zeichnungen finden, so wird man sie in die 
Stunden verlegen können, die für das wahlfreie Linearzeichuen be- 
stimmt sind. Die Figuren 162, 167, 170, 185, 192 u. 194 können 
sicherlich als passende Zeichenvorlagen benutzt werden. 

8) Man pflegt die Lehre von der Proportionalität von 
Strecken und der Ähnlichkeit geradliniger Figuren 
auf die am Parallelensystem auftretenden Proportionen zu 
gründen und beim Beweise die im allgemeinen irrationalen 
Zahlenwerte der Streckenverhältnisse heranzuziehen. Es war 
mein Bestreben, diesen Abschnitt von dem Begriff der Irra- 
tionalzahl unabhängig zu machen, indem ich die Fl ä eben - 
vergleichung als voUgiltiges Beweismittel verwertete. — Durch 
Untersuchungen, auf die ich hier nicht näher eingehen will, bin 
ich zu der Erkenntnis gelangt, dafs beide Gröfsen, Fläche und 
irrationale Verhältniszahl, für die Geometrie in gewissem 
Sinne äquivalent sind. Zum folgerichtigen Ausbau des Systems 
ist die Einführung nur einer derselben erforderlich. Man 
braucht auf den Zahienwert des Verhältnisses inkommensurabler 
Strecken gar nicht zurückzugehen und kommt mit der durch die 
Anschauung gegebenen Flächeugröfse aus , solange man 
sich innerhalb des Gebiets der reinen Planimetrie hält. Rein 
nenne ich die Geometrie, sofern sie nur über Gleichheit und Un- 
gleichheit ihrer Gröfsen Aufschlufs haben will, aber auf die zahlen- 
mäfsige Auswertung derselben verzichtet. 

Ich habe deshalb die Erörterung über rationale und irrationale 
Zahlenverhältnisse in die Einleitung zum zweiten Teile, zur 
rechnenden Planimetrie, verwiesen und überlasse es dem 
Lehrer , zu entscheiden , ob und wie weit die Schüler von diesen 
schwierigen Begriffen Kenntnis erhalten solleu. Bei der An- 
wendung der Algebra auf die Geometrie braucht man nicht gerade 
strenger zu verfahren als sonst im algebraischen Unterrichte, wo 
man gleichfalls auf dieser Stufe ohne Bedenken mit irrationalen 



Hosted by 



Google 



— vm — 

Zahlen rechnen läfst, ohne dafs man vorher deren Begriff streng 
festgestellt, und die Berechtigung, mit ihnen wie mit rationalen 
Zahlen rechnen zu dürfen, geprüft hat. 

Für sehr wichtig und methodisch vorteilhaft 
halte ieh's aber, dafs die rein geometrischen Ergebnisse 
von diesen subtilen Begriffsbestimmungen unab- 
hängig gemacht werden. 

Durch eine einfache Abänderung eines zur Ableitung des 
Pythagoreischen Lehrsatzes vielfach benutzten Beweises gelange 
ich (§ 42 , 2) zu dem Fundamentalsatze , dafs in ähnlichen recht- 
winkligen Dreiecken die Seiten proportional sind, und von diesem 
ungezwungen zu dem entsprechenden Satze für ähnliche schief- 
winklige Dreiecke (§ 45, 9). 

Die Richtigkeit der Proportion a : b = c : d wird (§ 44 , 1) 
durch Vergleichung der beiden Rechtecke ad und bc fest- 
gestellt; diese geometrische Definition bleibt immer die Grund- 
lage, auf die man im Unterrichte zurückgeht. 

Die algebraischen Erörterungen und Übungen über Verhält- 
nisse und Proportionen haben nun einen festen Halt; sie unter- 
brechen nicht mehr den geometrischen Unterricht , sondern 
begleiten ihn und bieten eine willkommene Verknüpfung der 
beiden Disciplinen, mit denen sich die Elementarmathematik 
befafst In § 55 wird gezeigt, wie man aus der Gleichheit der 
beiden Rechtecke ad und bc Aufschlufs über die Beziehungen 
zwischen den Zahlenwerten der Verhältnisse a:b und c : d 
erhalten kann. 

In dem Vortrage*), den ich auf der diesjährigen Haupt- 
versammlung des Vereins zur Förderung des Unter- 
richts in der Mathematik und den Naturwissen- 
schaften in Danzig gehalten habe, sind die Gesichtspunkte, die 
mich bei der Gestaltung dieses Abschnittes der Elementargeometrie 
leiteten, ausführlicher dargelegt. 

9) In der Behandlung der Trigonometrie und Stereo- 
metrie weicht der Leitfaden nur in Einzelheiten von dem her- 



*) Vgl. Unterrichfsblätter für Mathematik und Naturwissenschaften, 
Jahrg. 111 1897, Nr. S und 6. 
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gebrachten Gange ab. Eine Anleitung zum perspektivischen 
Zeichnen, wie sie Abschnitt XX bietet , wird jetzt wohl allgemein 
auch für die Unterstufe als notwendig anerkannt. Bei den 
Übungsaufgaben habe ich mich bemüht, möglichst Zahlen- 
beispiele zu finden, die rationale Resultate liefern. 

10) In den Figurentafeln sind Farben angewandt, besonders 
um Flächen hervortreten zu lassen, auf die sich die Aufmerksam- 
keit des Schülers richten soll. Das Mittel farbiger Zeichen 
ist noch weiterer Ausbildung föhig, etwa um Linien verschiedener 
Bedeutung, Hülfslinien, geometrische Örter etc. von einander zu 
unterscheiden. 

Ich hoffe , dafs diese Neuerung den Beifall der Fachgenossen 
linden wird, und benutze diese Gelegenheit gern, um der Verlags- 
buchhandlung meinen besten Dank für die Sorgfalt auszusprechen, 
die sie auf die Ausstattung des Leitfadens verwandt hat. 

Zum Schlufs bitte ich um Nachsicht, wenn man Einzelheiten 
noch nicht genügend methodisch ausgearbeitet und abgerundet 
finden sollte; es liegt in der Natur der Sache, dafs eine voll- 
kommene Methode nur durch das Zusammenarbeiten Vieler ge- 
schaffen werden kann. 

Frankfurt a. M., im August 1897. 

Dr. H. Dobrlner. 
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TEIL I, 
REINE PLANIMETRIE. 

Erster Abschnitt. 

Grundsätze nnd Erklärungen. 

§ 1- 
Die Aufgabe der Planimetrie. 

1) Einen allseitig tiegrenzten Teil des Raumes nennt man einen 
(geometrischen) Körper, 

2) Die Grenzen eines Körpers heifsen Flächen, die Grenzen 
einer Fläche Linien, die Grenzen einer Linie Punkte. 

3) Unter den Flächen ist die wichtigste die ebene Fläche oder 
(kurz) die Ebene. 

4) Die besonderen Eigenschaften, durch welche sich die Ebene 
von anderen Flächen unterscheidet, werden in Sätzen zusammen- 
gestellt, welche man Grundsätze nennt. 

5) Von diesen Grundsätzen geht die Geometrie der Ebene — 
die Planimetrie — aus und behandelt alle Eigenschaften der 
ebenen Gebilde, soweit sie durch Lage, Gestalt und GrÖfse be- 
dingt sind. 

6) Die Eigenschaften der räumlichen Gebilde behandelt die 
Stereometrie. 

§ 2. 
Die Grundsätze der Bewegung. 

1) Grundsatz I: Die Ebene ist ohne Grenze und unendlich, 

2) Grundsatz II: Jeder Teil der Ebene {jedes Flächenstück) 
kann über die ganze Ebene verschoben werden, ohne dafs dabei 

Dobrfner, Flanimatrie. 1 
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ein Punkt des Flächenetücks aus der Ebene herauszutreten gezwungen 
ist, und ohne dafs es sonst irgend welehe Veränderungen erföhrt. 

3) Erklärung: Eine Verschiebung istaiso eine Bewegung, 
bei der kein Punkt des Ftächenstücks aus der Ebene heraustritt. 

4) Erklärung: Eine Drehung ist eine Verschiebung, bei 
der ein Punkt des Flächenstücks seine Lage beibehält, 

5) Grundsatz III: Durch eine Drehung um einen Punkt 
kann ein Flächenstück wieder in seine ursprüngliche Lage gebracht 
werden (ganze Drehung). 

6) Grundsatz IV: Wenn zwei Punkte des Flächenstücks 
ihre Lage beibehalten sollen , so ist eine Verschiebung unmöglich. 

7) Grundsatz V: Wenn zwei Punkte festliegen, so ist eine 
Bewegung des Flächenstücks möglich, bei welcher dasselbe aus der 
Ebene heraustritt, 

8) Erklärung: Eine Wendung ist eine Bewegung, bei 
der zwei Punkte festliegen und das Flächenstück aus der Ebene 
heraustritt. 

9) Grundsatz VI: Im Verlaufe der Wendung kommt das 
Flächenstück wieder in die Ebene zu liegen (halbe Wendung) 
und gelangt auch später in seine ui-sprüngliehe Lage (ganze 
Wendung). 

10) Erklärung: Zwei Figuren, die durch Verschiebung und 
Wendung zur Deckung gebracht werden können, heifsen kongruente 
Figuren. (Das Zeiclien der Kongruenz ist ^.) 



Die gerade Linie. 

1) Erklärung: Eine Linie heifst gerade, wenn sie die 
Ebene so teilt, dafs jedes Randstück längs der ganzen Linie und 
zwar auf beiden Seiten derselben verschoben werden kann. 

2) Die Gerade ist unbegrenzt und unendlich. 

3) Grundsatz VII: Zwei gerade Linien schneiden sich nur 
in einem Punkte. 

Folgerungen: a) Durch zwei Punkte geht nur eine Gerade, 
b) Legt man eine Gerade so auf eine andere, dafs (auch nur) 
zwei Punkte der einen mit zwei Punkten der anderen zusammen- 
fallen, so decken sie einander in allen ihren Punkten. 
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e) Wendet man ein ebenes Fläehenstück um zwei seiner Punkte, 
so behält die durch diese bestimmte Grerade ihre Lage bei. 

4) Erklärung: Die Linien, die durch einen Punkt gehen, 
werden aueb die Strahlen des Punktes genannt. 



Die Strecke. 

Erklärungen: 

1) Zwei auf einer Geraden liegende Punkte bilden eine Figur, 
welche man eine Strecke nennt. 

2) Die Gerade heifst der Träger der Strecke, die Punkte 
heifsen ihre Endpunkte. 

3) Die Punkte der Geraden zwischen den Endpunkten werden 
der Strecke zugewiesen; von den übrigen Punkten der Geraden 
sagt man, dafs sie aufserhalh der Strecke liegen. 

4) Die Strecke wird auch die Entfernung oder der Abstand 
ihrer Endpunkte genannt. 

5) Zwei kongruente Strecken heifsen (auch) gleiche Strecken. 

6) Eine Strecke heifst kleiner als eine andere, wenn sie nur 
einem Teile der letzteren kongruent ist, 

7) Eine Strecke heifst gröfser als eine andere, wenn schon 
ein Teil von ihr der letzteren kongruent ist. 

8) Zwei Strecken einer Geraden, die einen Endpunkt gemeinsam 
haben, ohne einander (auch nur teilweise) zu decken, heifsen an- 
stofsende Strecken. 

9) Zwei Strecken einer Geraden, die einen Endpunkt gemeinsam 
haben, während die kleinere von ihnen durch die gröfsere bedeckt 
wird, heifsen gefaltete Strecken. 

10) Die nicht gemeinsamen Endpunkte zweier anstofsenden 
Strecken bilden eine neue Strecke, welche man die Summe der 
ursprünglichen nennt. 

11) Die nicht gemeinsamen Endpunkte zweier gefalteten 
Strecken bilden eine neue Strecke, welche man die Differenz 
der ursprünglichen nennt. 
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§ 5. 

Der Winkel. 
Erkläruügen; 

1) Zwei von einem Punkte ausgehende gerade Linien bilden 
eine Figur, welche man einen Winlsel nennt. 

2) Der I*unkt heifst der Scheitel des Winkels, die (im 
Scheitel einseitig begrenzten) Linien heifsen seine Schenkel. 

3} Der Winkel ist erst bestimmt, wenn ihm einer der beiden 
von den Schenkeln begrenzten Teile der Ebene (als Winkel- 
raum) zugewiesen wird; von den Punkten des Winkelraums sagt 
man, dafö sie innerhalb des Winkels liegen, von den übrigen 
Punkten der Ebene, dafs sie aufs erhalb des Winkels liegen. 

4) Der Winkel giebt die Neigung seiner Schenkel an. 

5) Zwei kongruente Winkel heifsen (auch) gleiche Winkel. 
Ö) Ein Winkel heifst kleiner als ein anderer, wenn er nur 

einem Teile des letzteren kongruent ist. 

7) Ein Winkel heifst gröfser als ein anderer, wenn schon ein 
Teil von ihm dein letzteren kongruent ist. 

8) Zwei Winkel mit gemeinsamem Seheitel, die einen Schenkel 
gemein haben, ohne einander (auch nur teilweise) zu decken, heifsen 
anstofsende Winkel. 

9) Zwei Winkel mit gemeinsamem Seheitel, die einen Schenkel 
gemein haben, während der kleinere von ihnen durch den gröl'seren 
bedeckt wird, heifsen gefaltete Winkel. 

10) Die nicht gemeinsamen Sehenkel zweier anstofsenden Winkel 
bilden einen neuen Winkel, welchen man die Summe der ursprüng- 
lichen nennt. 

11) Die nicht gemeinsamen Sehenkel zweier gefalteten Winkel 
bilden einen neuen Winkel, welchen man die Differenz der ur- 
sprünglichen nennt, 

12) Anstofsende Winkel, deren nicht gemeinsame Schenkel eine 
gerade Linie bilden, heifsen Nebenwinkel. 

13) Winkel (mit gemeinsamem Seheitel), deren Sehenkel paar- 
weise gerade Linien bilden, heifsen Scheitelwinkel. 

14) Wenn (nur) ein Schenkelpaar zweier Winkel derselben Ge- 
raden angehört, so werden sie Gegenwinkel oder Wechsel- 
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Winkel genannt, je nachdem sie auf einer Seite der Geraden liegen 
oder auf verscliiedenen Seiten derselben. 

15) Man unterscheidet unter den Gegenwinkeln nnd unter den 
Wechselwinkelii innere, äufsere und gemischte Winkel. 

16) Bei inneren Winkeln liegt die Strecke zwischen den 
Scheiteln sowohl auf einem Sehenkel des einen , als auf einem 
Schenkel des anderen Winkels. 

17) Bei äufseren Winkeln liegt die Strecke zwischen den 
Scheiteln weder auf einem Sehenkel des einen, noch auf einem 
Schenkel des anderen Winkels. 

18) Bei gemischten Winkeln liegt die Strecke zwischen den 
Scheiteln wohl auf einem Sehenkel des einen, aber nicht auf einem 
Schenkel des anderen Winkels. 

19) Denkt man sieh in zwei Winkeln je einen Schenkel um 
den Scheitel gedreht, und zwar jedesmal durch den Winkelraum 
auf den anderen Sehenkel zu , so ist der Drehungssinn in beiden 
Winkeln entweder gleich oder entgegengesetzt. Im ersten Falle 
heifeen diese in Bezug auf die ersten Schenkel gleich wendige 
Winkel, im zweiten Falle gegenwendige Winkel. 



Einteilung der Winkel nach ihrer Gröfse. 

Erklärungen: 

1) Ein Winkel, dessen Schenkel eine gerade Linie bilden, helfet 
ein gestreckter Winkel. 

2) Ein Winkel, welcher kleiner ist als ein gestreckter, heifst 
ein hohler Winkel. 

3) Ein Winkel, welcher gröfser ist als ein gestreckter, heifst 
ein erhabener Winkel. 

4) Ein Winkel, welcher die Hälfte eines gestreckten ist, heifst 
ein rechter Winkel. 

5) Ein hohler Winkel, welcher gröfser ist als ein rechter, heifst 
ein stumpfer Winkel. 

6) Ein Winkel , welcher kleiner ist als ein rechter , heifst ein 
spitzer Winkel. 

7) Zwei Winkel, deren Summe ein rechter Winkel ist, heifsen 
Komplementwinkel, 
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8) Zwei Winkel, deren Summe ein gestreckter Winkel ist, 
heifsei) Supplementwinkel. 

9) Von einer Linie, die mit einer anderen rechte Winkel bildet, 
sagt man, dafs sie auf der zweiten senkrecht steht. 

Lehrsätze: 

10) Zwei gestreckte Winkel sind einander gleich. 

11) Zwei rechte Winkel sind einander gleich. 

12) Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich einem Ge- 
streckten. 

13) In einem Punkte einer Geraden läfst sieh nur eine Senk- 
rechte auf ihr errichten. 

§ 7. 
Der Kreis. 

Erklärungen: 

1) Wenn eine Strecke sieh um einen ihrer Endpunkte dreht, 
so beschreibt der andere eine Linie, welche man eine Kreislinie 
(kurz Kreis oder Peripherie) nennt, 

2) Der Kreis ist also eine (krumme) Linie , deren Punkte alle 
von einem festen Punkte gleich weit entfernt sind. 

3} Der feste Punkt heifst der Mittelpunkt orter das 
Zentrum des Kreises. 

4) Die unveränderliche Strecke zwischen dem Mittelpunkte und 
einem Punkte der Peripherie heifst der Radius des Kreises. 

5) Jeder Punkt, dessen Entfernung vom Mittelpunkt kleiner ist 
als der Radius, heifst ein innerer Punkt. 

6) Jeder Punkt, dessen Entfernung vom Mittelpunkt gröfser ist 
als der Radius, heifst ein äufserer Punkt. 

7) Ein Kreis teilt die Ebene so, dafs jedes Randstück längs der 
ganzen Peripherie verschohen werden kann, aber immer nur auf 
einer Seite derselben; ein äufseres Randstüek kann nie mit einem 
inneren so zur Deckung kommen , dafs die entsprechenden Stücke 
der Kreislinien aufeinander liegen. 

8) Lehrsatz: Jeder Kreis wird von einer Linie, die durch 
seinen Mittelpunkt geht, in zwei Punkten geschnitten. 

9) Die Strecke zwischen den Schnittpunkten heifst ein D u r e h - 
messer und ist gleich der Summe zweier Radien. 
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10) Zwei Punkte einer Kreislinie bestimmen unter Zuweisung 
der einen zwischenliegenden Punbtreihe eine Figur, welche man 
einen Kreisbogen nennt. 

11) Über die Gröfsenvergleichung zweier Bogen eines Kreises 
gelten dieselben Bestimmungen wie über die Gröfsenvergleichung 
zweier Strecken (vergl, § 4, 5—7). 

12) Die Strecke, die die Endpunkte eines Eugens verbindet, 
heifst eine Sehne des Kreises, 

13) Ein Winkel, dessen Seheitel das Zentrum eines Kreises ist, 
heifst ein Zentriwinkel des Kreises. 

14) Zu jedem Zentriwinkel gehört der Bogen , der in seinem 
Winkelraum liegt. Vom Zentriwinkel sagt man, dafs er auf seinem 
Bogen steht. 

15) Das Fläehenstück , das von einem Bogen und den beiden 
nach seinen Endpunkten gehenden Radien begrenzt wird, heifst ein 
Kreisausschnitt. 

16) Das Flächenstück, das von einem Bogen und der dazu- 
gehörigen Sehne begrenzt winl, heifst ein Kreisabschnitt. 

17) Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkte heifsen kon- 
zentrische Kreise. 

18) Die Strecke zwischen den Mittelpunkten zweier Kreise 
heifst die Zentrale der Kreise. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Kongruenz. 

§ 8. 
Gleiche Winkel in besonderer gegenseitiger Lage. 

1) Gleiche anstofsende Winkel kommen zur Deckung durch 
eine Drehung um den gemeinsamen Seheitel oder durch eine halbe 
Wendung um den gemeinsamen Schenkel. (Fig- 1.) 

Lehrsatz: Zu gleichen (anstofsenden) Winkeln gehören auch 
gleiche Nebenwinkel. (Fig. 1.) 

Denn hei der Wendung behält auch die Verlängerang des gemein- 
schaftlichen Schenkels ihre Lage hei. 
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2) Zwei gleiche Winkel mit gemeinsamem Scheitel kommen zur 
Deckung durch eine Drehung um den Scheitel oder durch eine halbe 
Wendung mn die Linie, welche einen der zwisehenliegenden Winkel 
halbiert. (Fig. 2.) 

Zum Beweise der folgenden Sätze läfst man die ganze Figur die 
Wendung ausführen; in besonderen Fällen genügt es, die halbe Figur 
die Wendung machen zu lassen. 

Lehrsätze: 

a) Die Linie, welche den einen der zwischenliegenden Winkel 
halbiert, halbiert auch (durch ihre Verlängerung) den anderen, (Fig. 2.) 

b) Die Winkel, welche von je einem inneren und einem äufseren 
Schenkel gebildet werden, sind gleich. (Fig. 2.) 

e) Bilden die äufseren Schenkel eine gerade Linie, so steht 
die Halbierungslinie des inneren Zwischenwinkels auf jener Geraden 
senkrecht. (Fig. 3.) 

d) Bilden ein innerer und ein äufserer Schenkel eine Gerade, 
so mufs auch der andere innere mit dem anderen äufseren 
Sehenkel eine Gerade bilden , d, h. die Winkel müssen Scheitel- 
winkel sein. (Fig. 4.) 

Nach einer halben Wendung der Figur um die Halbierungslinie des 
Winkels A 8 C fällt der Sehenkel S C in die ursprüngliche Lage von 
SA und der Schenkel SB in die ursprüngliche Lage von SD. Wenn 
nun von SA und SD vorausgesetzt wird, dafs sie eine Gerade bilden, 
dann raufs von SC und SB ein Gleiches gelten. 

e) Umgekehrt: Scheitelwinkel sind (stets) einander gleich. 

(Fig. 4.) 
Verfährt man wie vorhin, so mufs 8C in die ursprüngliche Lage 
von SA, und die geradlinige Verlängerung von SC (d. i. SB) in die 
geradlinige Verlängerung von SA (d. i. SD) fallen, und zwar nach 
§ 3, 5). Da schliefslich auch umgekehrt die Gerade ASD die ursprüng- 
liche Lage der Geraden CSE einnehmen mufs, so ist es eine notwendige 
Folge, dafs die Winkel ASB und CSD ihre Lage vertauschen, also 
kongruent sind. 

f) Die Halbierungslinie eines Winkels halbiert auch seinen 
Scheitelwinkel. (Fig. 4.) 

Dieser Satz ergiebt sich aus dem Beweise zu e), wenn man ASC 
und BSD als die zu halbierenden Scheitelwinkel ansieht. Derselbe 
kann aber auch folgendermal'sen begründet werden : Nach e) ist Winkel 
ESB ^ CSF, und ESD = F8A; die beiden Winkel an SF sind 
aber nach Voraussetzung gleich, folglich auch ESB =^ ESD. 

g) Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen senkrecht 
aufeinander, (Fig. 5.) 
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Verlängert man den gemeinsamen Schenkel der beiden Nebenwinkel 
und ihre Halbierungslinien über den Scheitel, so erhält man die Figur 
von e) , vervollständigt dnreh die Halbierungslinie der Seh eitel winltel 
ÄSB und CSD. Kommen nun die letzteren durch die Wendung zor 
Kongruenz, so müssen auch ihre Halbierungslinien SG und 8H und mit- 
hin auch die Nebenwinkel FSG und FSH einander decken. Wenn 
aber Nebenwinkel gleich sind, so ist jeder von ihnen ein Rechter. — 
Die ganzen Nebenwinkel ASC und ÄSB betragen zusammen zwei 
Rechte, die halben ASF und ASG zusammen einen Rechten. 

h) Bilden je ein äufserer und ein innerer Schenkel rechte 
Winkel, so sind die ursprünglichen Winkel gleich. (Fig. 6.) 

Wenn die Figur um die Halbierungslinie des Winkels BSC eine 
halbe Wendung macht, so kommt SB in die ursprüngliche Lage von 
SC und — wegen der Gleichheit der rechten Winkel BSD und 
ASC -^ SD in die ursprüngliche Lage von SA; umgekehrt gelangen 
SC und SA dahin, wo früher SB und SD lagen. Damit ist die Gleich- 
heit der Winkel ASB und CSD nachgewiesen. 

3) Zteei gleiche innere oder äufsere Gegenwinkel kommen zur 
Deckung durch eine Wendung um die Senkrechte, die man im 
Mittelpunkt der Strecke zwischen den Scheiteln errichtet. (Fig. 7.) 

Lehrsätze: 

a) Der Schnittpunkt ihrer freien Schenkel liegt auf dieser 
Senkrechten. (Fig. 7.) 

Der Punkt, in welchem der eine freie Schenket die Senkrechte 
schneidet, behält während der Wendung seinen Ort bei; folglich geht 
der Schenkel auch durch den Punkt, nachdem er mit dem anderen 
Schenkel zusanTm engefallen ist, 

b) Der Schnittpunkt ihrer freien Schenkel ist von den Scheiteln 
gleich weit entfernt. (Fig. 7.) 

c) Der Winkel zwischen den freien Schenkeln wird durch die 
Senkrechte halbiert. (Fig. 7.) 

4) Zwei gleiche innere oder äufsere Qegenmnkel kommen auch 
zur Deckung durch eine Drehung um den Schnittpunkt ihrer 
Halbierungslinien. {Fig. 8.) 

Dafs die Scheitel vom Drehpunkte gleich weit entfernt sind , folgt 
aus 3 b). 

5) Zwei gleiche innere oder äufsere Wechselwinkel kommen zur 
Deckung durch eine halbe Drehung um den Mittelpunkt der Strecke 
zwischen ihren Scheiteln. (Fig. 9.) 

6) Zwei gleiche gemischte Gegenwinkel kommen durch Ver- 
schiebung zur Deckung. (Fig. lo.) 
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7) Zwei gleiche gemischte Wechselwinhel kommen zur Deckung 
durch eine Drehung um den Punlct, in dem sich die Halbierungs- 
linien ihrer Nebenwinkel sehneiden. (Fig. U.) 

Auch hier folgt aas 3 h), dafs die Scheitel vom Drehpunkte gleich 
weit entfernt sind. 

8) Zwei Paare gleicher innerer Gegenwinkel an derselben Geraden 
und mit gemeinsamen Scheiteln kommen durch die in 3) angegebene 
Bewegung zur Deckung und liefern zweimal eine Bestätigung der 
Sätze 3) a), b) und c). Überdies gilt der (Fig. 12.) 

Lehrsatz: Die Schnittpunkte nicht entsprechender Sehenkel 
liegen auf eiuer Geraden, welche die Mittelsenkrechte rechtwinklig 
schneidet. (Fig. 12.) 

Bei einer halben Wendung der Figur 12 um die Achse (EF) ver- 
tauschen die Schenkel der Winkel bei A und bei B ihre Lagen, mithin 
mufs auch C in die ursprünghche Lage von D gelangen, und umgekehrt. 
Der Punkt F , in welchem die Achse von der Linie C D geschnitten 
wird, verändert aler seinen Ort nicht, folglich kommen durch die Wen- 
dung die Nebenwinkel EFC und EFD zur Deckung. 



Gleiche Strecken in besonderer gegenseitiger Lage. 

1) Zwei gleiche anstofsende Strecken kommen zur Deckung 
a) durch Verschiebung, b) durch eiue halbe Drehung um den 
gemeinsamen Endpunkt, c) durch eine halbe Wendung um die in 
dem gemeinsamen Endpunkte auf der Geraden errichtete Senkrechte. 

2) Zwei gleiche Strecken derselben Linie (ohne gemeinsame» End- 
punkt) kommen zur Deckung a) durch eine Verschiebung, b) durch 
eine halbe Drehung um die Mitte der zwischenliegenden Strecke, 
c) durch eine halbe Wendung um die in dieser Mitte errichtete 
Senkrechte. 

Lehrsätze: 

a) Die Mitte der Strecke zwischen den inneren Endpunkten 
ist zugleich die Mitte der Strecke zwischen den äufseren Endpunkten. 

b) Die Strecke zwischen dem inneren Endpunkte der einen 
und dem äufseren Endpunkte der anderen ist gleich der Strecke 
zwischen dem äofseren Endpunkte der ersten und dem inneren 
Endpunkte der zweiten Strecke. 

Die Richtigkeit dieser Sätze erkennt man, wenn man die ganze 
Linie die Drehung oder die Wendung ausführen läfst. Auf welchen 
Grundsatz kann man sich hier berufen? 
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3) Zwei gleiche Strecken mit gemeimamem Endpunkte kommen 
zur Deckung durch eine Drehung um den Endpunkt oder durch eine 
halbe Wendung um die Halbierende der von den Strecken gebildeten 
Winkel. (Fig. 13.) 

Lehrsätze: 

a) Die Verbindungslinie der freien Endpunkte wird von dieser 
Winkelhalbierenden halbiert und steht auf ihr senkrecht. (Fig. 13.) 

b) Die Verbindungslinie der freien Endpunkte bildet gleiche 
Winkel mit den Strecken. (Fig. 13.) 

Der Beweis wird geführt, indem man die halbe Figur um die 
"Winkelhalbierende eine halbe Wendimg machen läfst. 

4) Hat man auf denselben Geraden ^wei Paare gleicher Strecken 
mit gemeinsamen Endpunkte, so kommen sie gleichfalls durch die 
in 3) angegebenen Bewegungen zur Deckung. (Fig. 14.) 

Lehrsätze: 

a) (Wie vorhin.) Die Verbindungslinien der entsprechenden 
freien Endpunkte sind gegen die Träger gleich geneigt, stehen 
auf der Winkelhalbierenden senkrecht und werden von ihr halbiert. 

(Fig. 14.) 

b) Diese Verbindungslinien können sich nicht sehneiden, wie 
weit man sie auch verlängern mag. (Fig. 14.) 

Denn hätten sie einen Schnittpunkt, etwa rechts von der Senk- 
rechten, so müfste wegen der Kongruenz der beiden Hälften der Figur 
ein zweiter auf der linken Seite liegen, was unmöglich ist. 

c) Die Verbindungslinien nicht entsprechender Endpunkte 
schneiden sich in einem Punkte der Winkelhalbierenden. (Fig. 15.) 

Man ziehe eine der Verbindungslinien, bestimme ihren Schnittpunkt 
mit der Winkelhalbierenden und lasse um die letztere die ganze Figur 
eine halbe Wendung machen. Dann fallen die Endpunkte der ersten 
Verbindungslinie auf die der zweiten, während zugleich der Schnittpunkt 
seine Lage beibehält. 

§ 10. 
Gleiche Strecken in willkürlicher Lage. 

1) Zwei gleiche Strecken können im allgemeinen durch eine 
Verschiebung und eine darauf folgende Drehung oder Wendung zur 
Deckung gebracht werden. Es besteht aber auch der Satz: 

2) Zwei gleiche Strecken können stets (und zwar auf zweierlei 
Weise) durch eine Drehung allein zur Deckung kommen. (Fig. 16.) 
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Sind A, Aj uüd B, B^ die bei der Kongnienz einander entsprechenden 
Endpunkte der beiden Strecken und C der Schnittpunkt ihrer Geraden, 
so trage man die Strecke Bj Cj = B C auf der zweiten Linie ah , so 
dafs die Punkte Äj, Bj, Cj und A, B, G in gleicher Weise aufeinander 
folgen. Halbiert man dann den Nebenwinkel des von den Richtungen 
AB und Aj B, in C gebildeten Winkels und trägt In Ci den halben 
Nebenwinkel an, so ist der Schnittpunkt der freien Schenkel der ge- 
suchte Drehpunkt. 

§ n. 

Gleiche Winkel in willkürlicher Lage. 

1) Zwei gleiche Winkel können im allgemeinen durch eine 
Verschiebung und eine darauf folgende Drehung oder Wendung zur 
Deckung gebracht werden. Es besteht aber auch der Satz : 

2) Zwei gleiche (gleiehwendige) Winke) können stets durch 
eine Drehung allein zur Deckung kommen. (Fig. 17.) 

Sind a, a, und b, bj die bei der Kongruenz einander entsprechenden 
Schenket der beiden Winkel und c die Verbindungslinie ihrer Scheitel, 
so trage man den Winkel (b^ Cj) = (b c) im zweiten Scheitel an, so dafs 
die Schenkel a^, b,, c^ und a, b, c in gleicher Weise aufeinander folgen. 
Halbiert man dann den Nebenwinkel des von den Richtungen c und cj 
gebildeten Winkels und trägt im ersten Scheitel an c den halben Neben- 
winkel an, so ist der Schnittpunkt der freien Schenkel der gesuchte 
Drehpunkt. 

§ 12. 

Die Kongruenz geradliniger Figuren. 

Erklärungen: 

1) Ein Dreieck ist eine von den Verbindungsstrecken dreier 
(nicht in einer Geraden liegender) Punkte gebildet« Figur, 

2) Ein Viereck (n-Eck) wird gebildet durch die Strecken, 
welche Tier (n) Punkte so verbinden , dafs jeder derselben zugleich 
der Endpunkt einer und der Anfangspunkt einer anderen Strecke 
ist. Auch hier dürfen nicht drei von den vier (n) Punkt«« in einer 
Greraden liegen. 

3) Die Punkte heifsen die Ecken der geradlinigen Figur, die 
Strecken ihre Seiten und die von den Strecken im Innern der 
Figur gebildeten Winkel ihre Winkel. 

4) In kongruenten Figuren heifsen die Ecken , Seiten und 
Winkel , die zusammenfallen , wenn die Figuren einander decken, 
entsprechende Ecken, Seiten und Winkel. 
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Die KoDgrueazsätze. 
Erster Kongruenzsats. 

5) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und 
den beiden anliegenden Winkeln übereinstimmen, 

6) Zwei Vierecke sind kongruent, wenn sie in zwei anstofsenden 
Seiten und den drei anliegenden Winkeln übereinstimmen. 

7) Zwei n-Ecke sind kongruent, wenn sie in (n-2) aufeinander 
folgenden Seiten und den (n-1) anliegenden Winkeln übereinstimmen. 

Ztoeiier Kongruenzsatz. 
8} Zwei Dreiecke sind kongnient, wenn sie in einem Winkel 
und den beiden einschliefsenden Seiten übereinstimmen, 

9) Zwei Vierecke sind kongruent, wenn sie in zwei aufeinander 
folgenden Winkeln und den drei einscliliefsenden Seiten überein- 
stimmen. 

10) Zwei n-Eeke sind kongruent, wenn sie in (n-2) aufeinander 
folgenden Winkeln und den (n-1) einschliefsenden Seiten tiberein- 
stimmen. 

Nacli § 10 können stets zwei gleiche Seiten der beiden Vielecke 
dnrch eine Drehung um einen Punkt mit den entsprechenden Endpunkten 
zw Deckung gebracht werden. Machen die beiden Vielecke die Be- 
wegung mit, so befinden sie sich in der Endlage entweder auf derselben 
Seite der nunmehr gemeinschaftlichen Strecke oder auf verschiedenen 
Seiten derselben. Es ist leicht einzusehen, dafs sie im ersten Falle in 

einziges Vieleck zusammenfallen mUssen, sobald die Bedingungen 

! der beiden Kongruenzsätze erfüllt sind ; im zweiten Falle tritt erst 
.ne vollständige Deckung ein, wenn das eine Vieleck eine halbe Wen- 
dung um die gemeinschaftliche Seite ausführt. (Fig. 18 a und b.) 

Bringt mau die beiden Vielecke durch eine Drehung um einen Punkt 
(vgl. § 11) in eine solche Lage, dafs zwei gleiche Winkel zu- 
sanuuenf allen, so macht es einen Unterschied, ob die zusammenfallenden 
Schenkel Träger gleicher Seiten sind oder nicht. Im ersten Falle tritt 
sofort vollständige Deckung ein, im zweiten Falle erst, wenn man die 
eine Figur eine halbe Wendung um die Halbierungslinie des nunmehr 
gemeinschaftliehen Winkels machen läfst. 

Die beiden Vielecke können also stets zur Deckung gebracht werden, 
und zwar entweder durch eine Drehung allein oder durch eine Drehung 
und eine Wendung. In besonderen Fallen kann statt der Drehung eine 
Verschiebung längs einer Geraden eintreten , oder auch eine Wendung 
allein das Zusammenfallen der Figuren herbeiführen. 

Es läfat sich auch schon von vornherein entscheiden, oh eine 
Wendung erforderlich ist oder nicht. 
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Sind nämlich die gleichen Winkel der beiden Vielecke gleiehwendig 
in Beziehung auf ihre entsprechenden Schenkel, so genügt eine Drehung; 
sind die Winkel aber gegenwendig, so ist noch eine Wendung erforderlich. 

Wir heben nun besondere Lagen der Vielecke hervor, aus denen 
eine Kongruenz durch Wendung allein möglich ist, oder die eine be- 
sonders einfache Bestimmung des Drehpunktes gestatten. 

Besondere Lagen der Vielecke: 
a) Eine Seite ist beiden gemeinschaftlich; die entsprechenden 
Winkel an derselben sind dann 

entweder «) anstofsende Winkel (Fig. 19, 20, 21) 

oder ß) innere Gegenwinkel (Fig. 32, 23) 

oder y) innere Weehselwinkel. (Fig. 24, 25, 26.) 

h) Zwei gleiche Seiten gehören einer Geraden an; die entsprechenden 

Winkel an denselben sind dann 

entweder a) gemischte Gegenwinkel (Fig. 27) 

oder ß) innere bezw. äufsere Gegenwinkel (Fig. 28) 

oder y) gemischte Wechselwinkel (Fig. 29) 

oder d) innere bezw, äufsere Weehselwinkel. (Fig. 30.) 

c) Die entsprechenden Endpunkte zweier gleichen Seiten sind vom 
Schnittpunkte ihrer Träger gleich weit entfernt (2 Fälle). (Fig. 31, 32.) 

d) Ein Winkel ist beiden Vielecken gemeinschaftlich , die ent- 
sprechenden einschlief senden Seiten liegen aber auf verschiedenen 
Schenkeln. (Fig. 33.) 

e) Zwei gleiche Winkel sind Scheitelwinkel ; die anstofsenden Seiten 
sind dann 

entweder «) entsprechende Seiten (Fig. 34) 

oder ß) nicht entsprechende Seiten. (Fig. 35, 36.) 

f) Zwei gleiche Winkel sind innere oder äufsere Gegenwinkel, ohne 
dafs der gemeinschaftliche Schenkel Träger entsprechender Seiten ist. 

(Fig. 37, 38.) 

g) Zwei gleiche Winkel sind unter derselben Annahme über die 
Seiten gemischte Weehselwinkel. (Fig. 39.) 

§ 13. 
Kongruenz an Kreisen. 

1) Kreise mit gleichen Radien sind kongruent. 

2) Die Teile, in die ein Kreis durch einen Durchmesser zerlegt 
wird (die beiden Halbkreise), sind kongruent. 

3) Zu gleichen Zentriwinkeln eines Kreises gehören gleiche 
Bogen (und gleiche Sehnen). (Fig, 40.) 

4) Zu gleichen Bogen eines Kreises gehören gleiche Zentri- 
winkel (und gleiche Sehnen). (ng. 40.) 
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Die beiden Kreisausschnitte kommen dnrcli eine Drehung um den 
Mittelpunkt oder durch eine halbe Wendung um die Halbierungslinie des 
zwischenliegenden Zentriwinkels zur Deckung. 

5) An der Gröfse des Bogena mifst man die Gröfse des Zentri- 
winkels (Transporteur). 

6) Ein Bogengrad ist der 360. Teil des ganzen Kreisumfauges. 
Eine Bogenminute ist der 60. Teil eines Bogengrades. 
Eine Bogen Sekunde ist der 60. Teil einer Bogenminute. 

Je gröfser ein Kreis ist, desto gröfser sind auch die auf seinem 
Umfange zu verzeichnenden Grade, Minuten, Sekunden. 

7) Ein Winkelgrad ist der 90. Teil eines rechten Winkels. 
Eine Winkelminute ist der 60. Teil eines Winkelgrades. 
Eine Winkelsekunde ist der 60. Teil einer Winkelminute. 
[Diese Einheiten bezeichnen immer Winkel von einer und der- 
selben unveränderlichen Gröfse.] 

8) Ist ein Kreis in eine Anzahl gleicher Teile zerlegt, so wird 
jeder konzentrische Kreis durch die Linien , welche vom Mittel- 
punkt nach den Teilpunkten gehen, in ebenso viele gleiche Teile 
zerlegt. (Fig. 41.) 

Man findet die Gleichheit zweier anstofsenden Bogen , indem man 
die Figur nm eine der genannten Linien eine halbe Wendung machen läfst. 

9) In jeden Winkel fÄllt immer die gleiche Zahl von Bogen- 
graden , Minuten und Sekunden , wie grofs auch immer der Kreis 
sein mag, der mit seinem Mittelpunkt auf den Scheitel des Winkels 
gelegt wird. 

10) Eine gerade Linie kann mit einem Kreise höchstens 
zwei Punkte gemein haben. 

11) Zwei Kreise können miteinander höchstens zwei Punkte 
gemein haben. 

Die Sätze 10 und 11 werden später bewiesen werden. 

12) Erklärung: Eine Linie, die mit einem Kreise nur einen 
Punkt gemein hat, heifst eine Tangente (Bertihrende) des Kreises. 

Eine Linie, die mit einem Kreise zwei Punkte gemein hat, 
heifst eine Sekante (Schneidende) des Kreises. 

13) Erklärung: Zwei Kreise berühren sieh, wenn sie nur 
einen Punkt geraein haben. 

Zwei Kreise schneiden sich, wenn sie zwei Punkte gemein 
haben. 
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14) Lehrsatz: Alle Sehnen eines Kreises, die auf einem Durch- 
messer senkrecht stehen, werden durch diesen halbiert, jFjg. 42.) 

15) Lehrsätze: a) Die Linie, die einen Zentriwinkel halbiert, 
halbiert auch die zugehörige Sehne und steht auf ihr senkrecht. 

(Fig. 43.) 
Da in der Mitte einer Sehae nur eine Senkrechte möglich ist, 
so kann man dem vorhergehenden Satze auch die Form gehen; 

b) Die Senkrechte in der Mitte einer Sehne errichtet, geht 
durch den Mittelpunkt des Kreises und halbiert den zugehörigen 
Zentriwinkel. (Fig. 44.) 

16) Aufgabe: Wie findet man den Mittelpunkt eines Kreises, 
wenn nur seine Peripherie gegeben ist? (Fig. 45.) 

17) Lehrsatz: Wenn zwei Kreise einander schneiden , so 
steht ihre Zentrale auf der gemeinsamen Sehne senkrecht und 
halbiert diese sowohl wie die beiden Zentriwinkel. (Fig. 46.) 

Die Linie, die durch die beiden Mittelpunkte geht, teilt die Figur 

in zwei kongruente Teile ; der eine Teil muls also ebenso viele Schnitt 

punkte enthalten wie der andere. Daraus folgt , dafs auf jeder Seite 
der Zentrale ein Schnittpunkt liegt. 

18) Lehrsatz: Wenn zwei gleiche Kreise einander schneiden, 
so wird auch die Zentrale durch die gemeinsame Sehne halbiert. (Fig. 47.] 

Läfst man die Mgur eine halbe Wendung um die in der Mitte der 
Zentrale errichtete Senkrechte machen, so vertauschen die beiden Kreise 
ihre Lagen. Die Schnittpunkte behalten also ihre Orte bei und müssen 
deshalb anf der Achse liegen, um die die Wendung erfolgte. — Man 
kann die Schnittpunkte auch als die Mittelpunkte zweier neuen Kreise 
ansehen, die durch die ursprünglichen Mittelpunkte gehen. 

19) Lehrsatz: Wenn die Mittelpunkte zweier gleichen 
Kreise auf der Peripherie eines dritten Kreises liegen, so geht ihre 
gemeinsame Sehne durch den dritten Mittelpunkt und halbiert dort 
den Zentriwinkel, der zu ihrer Zentrale gehört. (Fig. 48.) 

Die Zentrale ist Sehne des dritten Kreises und die gemeinsame 
Sehne ihre Mittelsenkrechte, mithin kommt 15h) zur Anwendung. 

20) Aufgaben: 

a) Eine gegebene Strecke zu halbieren. (Vcrgl. 18.) (Fig. 49.) 

b) Einen gegebenen Winkel zu halbieren. (Vergl. 19.) (Fi(f. 50.) 

c) In einem Punkte einer Linie die Senkrechte auf ihr zu er- 
richten. (Vergl. 18.) (Fig. 51.) 

d) Von einem Punkte aufserhalb einer Linie die Senkrechte auf 
sie zu fällen. (Vergl. 19.) (Fig. 52.) 
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e) Einen gegebenen Winkel an eine gegebene Gerade in einem 
gegebenen Punkte anzutragen. (Fig. 53.) 

Man lege die beiden Figuren so aufeinander, dafs die Mittelpunkte 
der Kieispaare zubainmenfallen ; dann erkennt man, dafs der konstruierte 
Winkel dem gegebenen gleicb ist. 



Dritter Abschnitt. 

Bas Dreieck. 

§ u. 
Winkelsätze. 

1) Erklärung: Der Winkel, den eine Dreiecksseite mit der 
Verlängerung der austolsenden bildet, heifst ein Aufsenwinkel 
des Dreiecks. 

2) Lehrsatz: Ein Aufsenwinkel am Dreieckistgröfseralsjeder 
der beiden Innenwinkel, die nicht seine Nebenwinkel sind. (Fig. 54.) 

Man verbindet C mit D, der Mitte von AB, verlängert CD um 
sieb selbst bis E nnd verbindet E mit B. Dann fo!gt aus der Kongruenz 
der Dreiecke ADC und BDC, dafs Winkel DBE gleich dem Innen- 
winkel A ist. 

Wäre nun der Aufsenwinkel bei B kleiner als DBE, so würde 
die Linie CB mit ihrer Verlängerung in das Dreieck DBE eintreten 
und bei ihrem Austritt eine der Dreiecksseiten zum zweitenmal schneiden. 

3) Zwei Dreieckswinkel sind zusammen stets kleiner als zwei 
Rechte. 

4) Ein Dreieckswinket kann also nur liohl sein. 
Anmerkung: Später soll bewiesen werden, dafs die drei 

Winkel eines Dreiecks gerade zwei Rechte betragen. 

5) Ein Dreieck kann nur einen rechten, desgleichen nur einen 
stumpfen Winkel enthalten. 

6) Von einem Punkte ist auf eine Gerade nur eine Senkrechte 
zu (allen möglieh. (Diese Senkrechte wird der Abstand des 
Punktes von der Geraden genannt.) 

§ 15. 
Seiten- Winkelsätze. 

1) Gleichen Seiten eines Dreiecks liegen gleiche Winkel 

(Fig. 55.) 
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Halbiert man den von den gleichen Seiten eingeschlossenen Winkel, 
Bo zerfällt das Dreieck in zwei kongruente Teile. 

2) Ungleichen Seiten eines Dreieefes liegen ungleiche Winkel 
gegenüber, und zwar der gröfseren Seite der gröfsere Winfeel. 

(Fig. 56.) 
Zieht man auch hier die Halbierungslinie des von den ungleichen 
Seiten eingeschlossenen Winkels und läfst um die Halbierungslinie das eine 
der entstandenen Teildreiecke eine halbe Wendong machen, so erhält 
rtkan ein neues Dreieck, von dem ein Aursenwinkel und ein nicht an ihm 
liegender Innenwinkel ursprünglich Winkel des ersten Dreiecks waren, 
und zwar lag der Aul'senwinkcl der gröfseren Seite, der Innenwinkel der 
kleineren gegenüber. 

3) Umkehrung von 1): Gleichen Winkein eines Dreiecks 
liegen gleiche Seiten gegenüber, 

4) Urakehrung von 2); Ungleichen Winkeln eines Dreiecks 
liegen ungleiche Seiten gegenüber, und zwar dem gröfseren Winkel 
die gröfsere Seite. 

3) und 4) sind indirekt zu beweisen. 



§ 16. 
Seitensätze. 

1) Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist gröfser 
als die dritte. (Fig. 57.) 

2) Die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks ist kleiner 
als die dritte. (Fig. 58.) 

Man stellt ein Dreieck her, in dem die zu vergleichenden 
Strecken Seiten sind, nud sucht zu entscheiden, welcher von ihnen der 
gröfsere Winkel gegenüber liegt. 

Zu diesem Zwecke verlängert man hei 1) über den gemeinsamen 
Endpunkt der beiden Seiten die eine um die andere und verbindet die 
freien Ecken. 

Bei 2) hat man die kleinere der beiden Seiten über den nicht 
gemeinsamen Endpunkt zu verlängern, bis sie gleich der gröfseren wird, 
und dann die freien Ecken zu verbinden. 

3) Anmerkung: In jedem Viereck ist die Summe dreier 
Seiten gröfser als die vierte. (Fig. 59.) 

In jedem n-Eck ist die Summe von (n-1) Seiten gröfser als 
die n-te. . (Fig. 60.) 

4) Grundsatz VIII: Von allen Linien zwischen zwei Punkten 
ist die geradlinige Strecke die kürzeste. 
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§ 17. 
Einteilung der Dreiecke. 

Erklärungen: 

1) Man teilt die Dreiecke nach ihren Winkeln ein in; 
stumpfwinklige, rechtwinklige und spitzwinklige 

und nach ihren Seiten in: 
gleichseitige, gleichschenklige und ungleichseitige. 

2) Ein stumpfwinkliges Dreieck ist ein Dreieck, in dem 
ein Winkel stumpf ist; die beiden anderen müssen dann spitz sein. 

3) Ein rechtwinkliges Dreieck ist ein Dreieck, in dem 
ein Winkel recht ist; die beiden anderen müssen dann spitz sein. 

4) Ein spitzwinkliges Dreieck ist ein Dreieck, in dem 
alle drei Winke! spitz sind. 

5) Im rechtwinkligen Dreieck heifst die dem rechten Winkel 
gegenüberliegende Seite die Hypotenuse; die ihn einschliefsenden 
Seiten heifsen Katheten. 

6) Ein gleichseitiges Dreieck ist ein Dreieck, in dem alle 
drei Seiten gleich sind. 

7) Ein gleichschenkliges Dreieck ist ein Dreieck , in 
dem zwei Seiten einander gleich sind. 

8) Ein ungleichseitiges Dreieck ist ein Dreieck, in dem 
alle drei Seiten ungleich sind. 

9) Im gleichschenkligen Dreieck heifsen die gleichen Seiten 
Schenkel, die dritte Seite Grundlinie oder Basis, der Dureh- 
schnittspunkt der Sehenkel Spitze. 

Lehrsätze: 

10) Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse die 
gröfste Seite. 

11) Im stumpfwinkligen Dreieck ist die Seite die gröfste, 
die dem stumpfen Winkel gegenüber liegt. 

12) In jedem Dreieck liegen an der gröfsten Seite nur spitze 
Winkel. 

13) Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel 
gleich. 

U) Im gleichschenkligen Dreieck ist jeder innere Winkel 
an der Basis spitz und jeder Aufsenwlnkel an derselben stumpf. 
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15) Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel einander gleich 
[und swar ist jeder derselben gleich zwei Drittel Hechten]. 

§ 18. 

Vergleichung zweier Dreiecke. 

1) Hülfssatz: Wird von einer Ecke eines Dreiecks nach einem 
Punkte der Gegenseite eine Linie (eiae Transversale) gezogen, so 
ist diese stets kleiner als die gröfsere der in jener Ecke zusammen- 
stofsenden Dreiecksseiteu. 

Diese Linie bildet mit der Gegenseite einen stumpfen und einen 
spitzen Winiiel. Nun ist die Seite, die dem stumpfen Winkel gegenüber- 
liegt, gröfser als die Transversale, folglich in jedem Falle die letztere 
kleiner als die gröfsere der beiden Seiten. (Fig. 61.) 

2) Wenn in etcei Dreiecken zwei Wit^el bezüglich gleich sind, 
so sind auch die dritten Winfcel gleich. (Folgt aus Anmerkung 4, 
§ 14.) 

3) Aufgabe a): Ein Dreieck aus einer Seite und den beiden 
anliegenden Winkeln zu konstruieren, (Fig. 62.) 

Aufgabe b): Ein Dreieck zu zeichnen, das mit einem ge- 
gebenen Dreieck in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln 
übereinstimmt. (Fig. 6S.) 

4) Kongruenzsatz I: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite 
und den beiden anliegenden Winkeln übereinstimmen, so sind auch 
die Übrigen entsprechenden Stücke paarweise gleich. 

5) Zwei Dreiecke , die wohl in einer Seite , aber nicht in den 
anliegenden Winkeln übereinstimmen, vergleicht man am besten, wenn 
man sie mit den gleichen Seiten aufeinander legt. Dann sind zwei Fälle 
zn unterscheiden: 

Lehrsatz a): Wird das eine Dreieck von dem anderen ganz 
umschlossen, so ist die Summe der nicht gemeinschaftlichen Seiten 
in dem umschliefsenden Dreieck gröfser als in dem umschlossenen 
und der von jenen Seiten gebildete Winkel in dem ersten Dreieck 
kleiner als in dem zweiten. (Fig. 64.) 

Zum Beweise hat man eine der eingeschlossenen Seiten bis an den 
Umfang des äufseren- Dreiecks zu verlängern. 

Lehrsatz b): Schneiden sieh zwei von den nicht gemeinschaft- 
lichen Seiten, so ist deren Summe gröfser als die der beiden anderen. 

(Fig. 65.) 

Zum Beweise hat man auf jedes der entstandenen Scheiteldreiecke 
den Lehrsatz 1, § 16 anzuwenden. 
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6) Kongruenzsatz: I A: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite, 
einem anliegenden und dem gegenüberliegenden Winkel überein- 
stimmen, so sind auch die übrigen Stücke paarweise gleich. (Fig. 66.) 

Legt man die Dreiecke mit deu gleichen Seiten und den gleichen 
anliegenden Winkeln aufeinander, so müssen auch die Scheit«! der 
gegenüberliegenden Winkel zusammenfallen, denn sonst wäre der eine 
als Aufsenwinkel eines Dreiecks gröfser als der andere, der innerhalb 
des Dreiecks zu liegen käme. 

Anmerkung: Die zu I A gehörige Kons truktions aufgäbe kann 
erst später gelöst werden. 

7) Aufgabe a): Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem ein- 
geschlossenen Winkel zu konstruieren. (Fig. 67.) 

Aufgabe h): Ein Dreieck zu zeichnen, das mit einem ge- 
gebenen Dreieck in zwei Seiten und dem eingesclilossenen Winkel 
übereinstimmt, (Fig. 68.) 

8) Kongruenzsatz II: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite 
und den beiden einschliefsenden Seiten übereinstimmen, so sind auch 
die übrigen entsprechenden Stücke paarweise gleich. 

9) Aufgabe a): Ein Dreieck ans zwei Seiten und einem 
ihrer Gegenwinkel zu konstruieren. 

Diese Aufgabe kann keine, eine oder zwei Lösungen haben. 

(Fig. 69 a, b, c, d.) 

Aufgabe b): Ein Dreieck zu zeichnen, das mit einem ge- 
gebenen Dreieck in zwei Seiten und dem der gröfeeren TOn ibnen 
gegenüberliegenden Winkel übereinstimmt. (Fig. 70.) 

10) Kongruenzsatz III: Wenn zwei Dreiecke in zwei 
Seiten und dem der gröfseren von ihnen gegenüberliegenden Winkel 
übereinstimmen, so sind auch die übrigen entsprechenden Stücke 
paarweise gleich. (Flg. 71.) 

Legt man die Dreiecke mit den gleichen Winkeln und deu kleineren 
der gleichen Seiten aufeinander, so müfste eine von den gröfseren 
Seiten — falls diese einander nicht deckten — als Transversale inner- 
halb des andern Dreiecks zu liegen kommen und müfste dann 
(nach 1) kleiner sein, als die Seite, der sie nach Voraussetzung 
gleich ist. 

11) Lehi Satz Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten hezüglich 
gleich, die emgeschlossenen Winkel aber ungleich sind, so sind auch 
ihre (Jegenseiten ungleich , und zwar ist die die gröfsere , die dem 
gröfseren Winkel gegenüberliegt. (Fig. 72.) 

Legt man die Dreiecke mit den kleineren der gleichen Seiten 
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, go kann die dritte Ecke des einen Dreiecks (nach 1) nicht 
innerhalb des andern Dreiecks fallen. Es entsteht also eine Figur, 
anf die der Lehrsatz 5 b) anwendbar ist. 

12) Aufgabe a): Ein Dreieck aus den drei Seiten zu kon- 
struieren' (Fig. 73.) 

Aufgabe b): Ein Dreieck zu zeichnen, das mit einem ge- 
gebenen Dreieck in allen Seiten übereinstimmt. (Fig. 74.) 

13) KoBgruenzsatz IV: Wenn zwei Dreiecke in den drei 
Seiten übereinstimmen, so sind auch ihre entsprechenden Winkel 
paarweise gleich. 

14) Lehrsatz: Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten bezüglich 
gleich, die dritten aber ungleich sind, so sind auch die Gegenwinkel 
ungleich, und zwar ist der der gröl^sere, der der gi-Öfseren Seite 
gegenüberliegt. 

Die Sätze 13) nnd 14) werden indirekt bewiesen. 

15) Aufgabe: Einen gegebenen Winkel an eine gegebene 
Gerade in einem gegebenen Punkte anzutragen. (Fig. 7S.> 

Die Richtigkeit der schon durch Fig. 53 (§ 13) erläuterten Kon- 
struktion folgt aus Kongruenzsatz IV. 

§ 19. 
Das gleichschenklige Dreieck. 

Lehrsätze: 

1 a). Die Linie , die den Winkel an der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks halbiert, steht auf der Grundlinie senkrecht 
und halbiert dieselbe. (Fig. 76.) 

Vgl. § 9. S) Lehrs. a) und § 15. Lehrs. 1). Die Teildreiecke 
sind nach II kongruent, 

1 b). Die Linie , die aus der Spitze eines gleichschenkligen 
Dreiecks senkrecht auf die Grundlinie gezogen wird , halbiert diese 
und den Winkel an der Spitze. 

Da von der Spitze auf die Basis nur eine Senkrechte zu fällen 
möglich ist und da nach a) die Winkelhalhierende diese Senkrechte ist, 
80 gilt von der Senkrechten alles, was von der Winkelhalbierenden be- 
reits in a) bewiesen ist. — ■ Die Teildreiecke sind nach III kongruent. 

1 c). Die Linie, die die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks 
mit der Mitte der Grundlinie verbindet, steht auf dieser senkrecht 
und halbiert den Winkel an der Spitze. 

Da zwischen der Spitze und der Mitte der Basis nur eine 
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Verbindungslinie möglich ist, und da nach a) die Winkelhalbierende 
diese Verbindung herstellt , so gilt von der Verbindungslinie alles , was 
von der Winkelhalbierenden in a) bewiesen ist. Die Teildreiecke sind 
nach IV kongruent. 

1 d). Die Linie, die auf der Grundlinie eines gleichschenkligen 
Dreiecks in deren Mitte senkrecht steht, trifft die Spitze. 

Da in der Mitte der Basis nur eine Senkrechte möglich ist, so 
mufs diese mit der Winkelhalbierenden zusammenfallen. 

2) Die Verbindungslinie der Spitzen zweier gleichschenkligen 
Dreiecke , die eine gemeinsame Grundlinie haben , halbiert die 
Winkel an den beiden Spitzen und die Grundlinie und steht auf der 
letzteren senkrecht. (Fig. 77.) 

Halbiert man in beiden Dreiecken die Winkel an den Spitzen, so 
treffen beide Halbierungslinien die Basis in ihrer Mitte und stehen auf 
ihr senkrecht. Da aber in einem Punkte einer Linie nur eine Senk- 
rechte zu errichten möglich ist, so fallen beide Halbierungslimen in eine 
zusammen, und zwar in die Linie, welche die Spitzen verbindet. 

Aufgaben: 

3) Einen gegebenen Winkel zu halbieren. (Fig. 78.) 

4) Eine gegebene Strecke zu halbieren. (Fig. 79.) 

5) In einem gegebenen Punkte einer Geraden die Senkrechte 
auf ihr zu errichten. (Fig. 80.) 

6) Von einem Punkte aufserhalb einer Geraden die Senkrechte 
auf sie zu fällen. (Fig. 81.) 

Die bereits durch die Figuren 49 — 52 (§ 13) erläuterten Kon- 
struktionen führen auf gleichschenklige bezw. auf kongruente Dreiecke; 
man soll feststellen, welche Sätze dieses Paragraphen bezw. welche 
Kongruenz Sätze anwendbar sind, 

7) Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren: 

a) aus Basis und Sehenkel, 

b) aus Basis und Höhe, 

c) aus Sehenkel und Höhe, 

d) aus Basis und Basiswinkel, 

e) aus Schenkel und Basiswinkel, 

f) aus Schenkel und dem Winkel an der Spitze, 

g) aus Höhe und dem Winkel an der Spitze, 
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Vierter Abschnitt. 

Die Parallelen. 



1) Erklärung: Wenn zwei gerade Linien einander nie 
schneiden , wie weit man sie auch verlängern mag , so heifseu sie 
parallele Linien. 

2) Lehrsatz: Zwei Linien, die auf einer dritten senkrecht 
stehen, sind parallel. {Fig. 82.) 

Wenn sie sich schnitten, so würde ein Dreieck mit zwei rechten 
"Winteln entstehen. 

Zweiter Beweis : Die Streifen zwischen den beiden Linien und auf 
beiden Seiten der gemeinschaftlichen Senkrechten sind — wie eine halbe 
Wendung des einen Streifens um die letztere erkennen läfst — kon- 
gruent. Gäbe es nun auf der einen Seite einen Schnittpunkt der beiden 
Linien, so müfste auf der andern Seite ein zweiter liegen, was un- 
möglich ist. 

3) Grundsatz IX: Zwei Linien, von denen die eine mit einer 
dritten rechte, die andere aber schiefe Winkel bildet, schneiden sich 
auf der Seite des spitzen Innenwinkels. (Fig. 83.) 

Lehrsätze: 

4) Wenn von zwei Parallelen die eine auf einer Gleraden senk- 
recht steht, so steht auch die andere auf ihr senkrecht. (Fig. 82.) 

Denn sonst müfsten nach dem vorangehenden Grundsatz die 
Parallelen einen Schnittpunkt haben. 

5) Aufgabe: Durch einen Punkt aufserhalh einer Geraden 
eine Parallele zu ihr zu legen. (Fig. 84.) 

Man fällt von dem Punkte A auf die gegebene Gerade die Senk- 
rechte und errichtet auf dieser in A wiederum die Senkrechte. 

6} Durch einen Punkt aufserhalb ist zu einer Geraden nur eine 
Parallele möglich. (Fig. 84 a.) 

Denn in einem Punkte einer Linie ist nur eine Senkrechte möglich, 

7) Zwei gerade Linien, die einer dritten parallel sind, sind 
selbst parallel. (i-ig. 85.) 

Denn sie müssen mit jeder Linie , die auf der dritten senkrecht 
steht, rechte Winkel bilden. 

8) Wenn eine Gerade die eine von zwei Parallelen schneidet, so 
schneidet sie, hinreichend verlängert, auch die andere, (Fig. 84 a.) 
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Denn sie mufs mit der Senkrechten, die man vom Schnittpunkt auf 
die zweite Parallele fällen kann, schiefe Winkel bilden. 

9) Alle Punkte der einen von zwei Parallelen haben gleiche 
Abstände von der andern, (Fig. 86.) 

Errichtet man in der Mitte zwischen zwei Punkten der einen 
Parallelen , deren Abstände von der andern verglichen werden sollen, 
die Senkrechte , so entstehen zwei Vierecke , deren Kongruenz leicht 
nachzuweisen ist. 

10) Hauptsatz: Wenn zwei Parallelen von einer Geraden 

geschnitten werden, so sind die spitzen inneren Wechselwinkel gleich. 
Wenn zwei Parallelen von einer Geraden geschnitten werden, 
80 sind 

a) die inneren und die äufseren Wechselwinkel paarweise gleich. 

b) die gemischten Gegenwinkel paarweise gleich, 

e) die gemischten Wechselwinkel paarweise supplementär, 

d) die inneren und die äufseren Gegenwinkel paarweise 
supplementär. (Fig. 87.) 

Man sucht von der Strecke zwischen den Scheiteln der betrachteten 
Winkel die Mitte und fällt von ihr die Senkrechte auf eine der Parallelen, , 
Dann mufs sie auch auf der anderen Parallelen senkrecht stehen, und 
man erhält zwei Dreiecke, die nach I A kongruent sind. Hieraus folgt 
die Gleichheit der spitzen inneren Wechselwinkel. 

Die übrigen Winkelbeziehungen findet man durch Benutzung der 
Sätze über Scheitel und Nebenwinkel, — Läfst man die eine Hälfte 
der Figur um ihren Mittelpunkt eine halbe Drehung machen, so werden 
die Winkel , die gleich sein sollen , einander decken oder in die Lage 
von Scheitelwinkeln kommen und die Winkel, die sich zu zwei Rechten 
ergänzen sollen, in die Lage von Nebenwinkeln. 

11) TJmkehrung: 

Hauptsatz; Wenn zwei spitze innere Wechselwinkel gleich 
sind, 80 sind ihre nicht gemeinsamen Schenkel parallel. 

a) Wenn zwei innere oder zwei äufsere Wechselwinkel 
gleich sind, 

b) wenn zwei gemischte Gegenwinkel gleich sind, 

c) wenn zwei gemischte Wechselwinkel supplementär sind, 

d) wenn zwei innere oder zwei äufsere Gegenwinkel supple- 
mentär sind, 

so sind ihre nicht gemeinsamen Schenkel parallel, (Fig. 88.) 

Man sucht von der Strecke zwischen den Scheiteln der be- 
trachteten Winkel die Mitte und filllt von dieser auf den einen der 
nicht gemeinsamen Schenkel die Senkrechte, Sind nun die beiden 
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13) Hohle Winkel m p r 1 e en "^ enke n nd pp em n 
wenn ein Schenkelp a g e das a le e tgege ge etz ge 
richtet ist, e 90 

§ 21. 
Nachtrag zum dritten Abschnitt. 

Lehrsätze: 

1) Jeder Aufsenwinkel an einem Dreieck ist gleich der Summe 
der beiden inneren Winkel, die nicht seine Nebenwinkel sind. 

(Fig. 91.) 
Zieht man durch den Scheitel des Aufsenwiukels die Parallele zur 
Gegenseite, so wird jener in zwei "Winkel zerlegt, von denen jeder einem 
der Innenwinkel gleich ist. 

2) Die drei Winkel eines Dreiecks betragen zusammen zwei 
Rechte. (Fig. ai.) 

Denn für die Summe zweier kann ein Änfsenwinkel gesetzt werden, 
und dieser ergänzt den dritten Innenwinkel zu zwei Rechten, weil er 
der Nebenwinkel desselben ist. 

3) Ein Aulsenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen 
Dreiecks ist doppelt so grofs wie jeder Basiswinkel. 

4) Im gleichseitigen Dreieck ist jeder Winke! gleich 

^/8 R. 

5) Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel bezüglich gleich sind, 
so sind auch die dritten gleich. 

6) Aufgabe: Ein Dreieck aus einer Seite, einem anliegenden 
und dem gegenüberliegenden Winkel zu konstruieren. (Flg. 92.) 

7) Aufgabe: Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren: 

a) aus der Basis und dem Winkel an der Spitze, 

b) aus der Höhe und einem Basiswinkel. 
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I Aufgabe: Ein gleichseitiges Dreieck aus der Höhe zu 

(Fig. 93.) 

9) Die vier Winkel eines Vierecks betragen zusammen vier 
Rechte. 

Denn das Viereck wird durch eine Linie, welche zwei Gegenecken 
verbindet, in zwei Dreiecke zerlegt. 

10) Die n- Winkel eines n-Ecks betragen zusammen (2n-4) 
Rechte. (Fij;. 94.) 

Verbindet man irgend einen Punkt im Innern der Figur mit allen 
ihren Ecken , so zerfällt sie in n Dreiecke , deren 3a Winkel zusammen 
2n Eechte betragen. Von diesen sind aber, als nicht dem n-Eck an- 
gehörend, die n- Winkel um den inneren Punkt abzuziehen, deren 
Summe vier Rechte beträgt. 



Fünfter Abschnitt. 

Das Parallelogramm. 



Einteilung der Vierecke. 

Erklärungen: 

1) Man teilt die Vierecke nach der Richtung ihrer Seiten ein 
in Parallelogramme, Trapeze und Trapezoide. 

2) Ein Viereck, in dem die gegenüberliegenden Seiten paar- 
weise parallel sind, heifst ein Parallelogramm. 

3) Ein Viereck, in dem nur zwei gegenüberliegende Seiten 
parallel sind, heifst ein Trapez. 

4) Ein Viereck , das keine parallelen Seiten besitzt , beifst ein 
Trapezoid. 

5) Eine Linie, die zwei gegenüberliegende Ecken eines Vierecks 
verbindet, heifst eine Diagonale. 



Hauptsätze. 

1) Erster Winkelsatz: In jedem Parallelogramm l>etragen 
die Winkel an einer Seite zwei Rechte. (Fig. 95.) 

Sie sind innere Gegenwinkel an Parallelen. 
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2) Zweiter Wiiikelsatz: In jedem Parallelogramm sind die 
gegenüberliegenden Winkel paarweise gleich. (Fig. 95.) 

Jeder von ihnen ergänzt denselben Winkel zu zwei Eechten. 

S) Seitensatz: In jedem Parallelogramm sind die gegenüber- 
liegeaden Seiten paarweise gleich. (Fig. 96.) 

Das Parallelogramm wird durch eine Diagonale in zwei kongruente 
Dreiecke zerlegt. 

4) Diagonalsatz: In jedem Parallelogramm halbieren die 
Diagonalen einander. (Fig. 97.) 

Dies folgt aus der Kongruenz der Scheiteldreiecke , die durch die 
beiden Diagonalen und zwei parallele Seiten gebildet werden. 

§ 24. 
Ganze Umkehrungen. 

1) Vom ersten Winkelsatze: Wenn in einem Viereck die 
Winkel an zwei anstofsenden Seiten paarweise stipplementar sind, 
so ist das Viereck ein Parallelogramm (nach § 20 lld). {Fig. 95.) 

2) Vom zweiten Winkelsatze: Wenn in einem Viereck 
die gegenüberliegenden Winkel paarweise gleich sind, so ist das 
Viereck ein Parallelogramm. (Fig. 95.) 

Zwei Winkel an einer Seite betragen soviel wie die beiden Winkel 
an der Gegenseite, mithin halb soviel wie die Vierecks wink el üLerhaupt, 
also zwei Hechte. 

3) Vom Seitensatz: Wenn in einem Viereck die gegenüber- 
liegenden Seiten paarweise gleich sind, so ist das Viereck ein 
Parallelogramm. { Fig. 96.) 

Aus der Kongruenz der Dreiecke, in die das Parallelogramm durch 
eine Diagonale zerlegt wird, folgt die Gleichheit von zweimal zwei 
inneren Wechsel winkeln. 

4) Vom Diagonalsatz: Wenn sich in einem Viereck die 
Diagonalen halbieren, so ist das Viereck ein Parallelogramm. (Fig. 97.) 

Aus der Kongruenz der beiden Paare von Scheiteldreiecken, in die 
das Parallelogramm durch die Diagonalen zerlegt wird, folgt die Gleich- 
heit der vorhandenen inneren Wechselwinkel und aus dieser, dafs deren 
nicht gemeinsame Schenkel parallel sind. 

5) Halbe XJmkehrung des Seitensatzes: Wenn in 
einem Viereck zwei gegenüberliegende Seiten parallel und gleich 
sind, so ist das Viereck ein Parallelogramm. {Fig. 96.) 

Aus der Kongruenz der Dreiecke, in die das Parallelogramm durch 
eine Diagonale zerlegt wird, folgt die Gleichheit zweier inneren Wechsel- 
wimkel an dem zweiten Paar Gegenseiten. 
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§ 25. 
Aufgaben. 

Ein Parallelogramm zu zeichnen, von dem gegeben sind: 

1) zwei anstofsende Seiten und eine Diagonale, (Fig. 98.) 

2) die beiden Diagonalen und eine Seite, (Fig. 99.) 

3) zwei anstorsende Seiten und ein Winkel, (Fig. 100.) 

4) eine Seite, eine Diagonale und ein Winkel, (Fig. 101.) 

5) die beiden Diagonalen und der Winkel, den sie bilden, 

(Fig. 102.) 

6) eine Seite, eine Diagonale und der Winkel, den die Dia- 
1 bilden. (Fig. 103.) 



Einteilung der Farallelogramme. 

1) L e h r s a t z : Ist ein Winkel eines Parallelogramms ein 
recbter, so sind alle Winkel rechte. 

2) Lehrsatz: Sind zwei anstofsende Seiten eines Parallelo- 
gramms gleich, so sind alle Seiten gleich. 

Erklärungen: 

3) Man teilt die Parallelogramme ein : 

nach den Winkeln in rechtwinklige und schief- 
winklige, 
nach den Seiten in gleich seit ige und ungleichseitige. 

4) Ein rechtwinkliges Parallelogramm heifst ein Eechteck. 

5) Ein gleichseitiges Parallelogramm heifst ein Rhombus. 

6) Ein rechtwinklig - gleichseitiges Parallelogramm heifst ein 
Quadrat. 

7) Ein schiefwinklig-ungleichseitiges Parallelogramm heifst ein 
Rhomboid. 

§ 27. 

Rechteck und Rhombus im Gegensatz zum Rhomboid. 

Lehrsätze: 

la) Im rechtwinkligen Parallelogramm sind die Diagonalen 

gleich. (Fig. 104a.) 

Ib) Im schiefwinkligen Parallelogramm sind die Diagonalen 

ungleich, und zwar liegt die gröfaere den stumpfen Winkeln 

gegenüber. (Fig. 104b.) 
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Durch jede Diagonale wird das Parallelogramm in zwei Teile zer- 
legt; man vergleicht ein Dreieck des ersten Paares mit einem Dreieck 
des zweiten Paares. 

2a) Im gleichseitigen Parallelogramm halbiert jede Dia- 
gonale die Winkel, durch die sie geht. (Fig. I05a.) 
■^ a = c (innere Wechselwinkel) 
^ c = h (weil AB = BC) 
a = b. 
2b) Im ungleichseitigen Parallelogramm zerlegt eine Dia- 
gonale jeden Winkel, durch den sie geht, in zwei ungleiche Teile, von 
denen der gröfsere der gröfseren Seite gegenüberliegt. (Fig. i05b.) 
^ a = c (innere Wechsel Winkel) 
^ c > b (weil AB > BC) 
^ a > b. 
3a) Im gleichseitigen Parallelogramm schneiden sich die 
Diagonalen unter rechten Winkeln. (Pig. io6a.) 
■4; a ^^ b (nach 2 a) 
jCd = e (weil A B = A D) 

3h) Im ungleichseitigen Parallelogramm schneiden sich die 
Diagonalen unter schiefen Winkeln, von denen die stumpfen den 
gröfseren Seiten gegenüberliegen. (Fig. 106b.) 

^a>b (nach 2b) 

^ d > e (weil AB > AD) 

< X < y. 



Umkebrungen und Anwendungen. 

Lehrsätze: 

1) Sind in einem Parallelogramm die Diagonalen gleich, so ist 
es rechtwinklig. 

2) Sind in einem Parallelogramm die Diagonalen ungleich, so 
ist es schiefwinklig, und zwar liegen der gröfseren Diagonale die 
stumpfen Winkel, der kleineren die spitzen gegenüber. 

Betrachtet man nur eins der Dreiecke, in die ein Parallelogramm 
durch eine Diagonale zerlegt wird, so lauten diese Sätze : 

3 a) Ist iu einem Dreieck die Transversale nach der Mitte einer 
Seite gleich der Hälfte der Seite, so Hegt ihr ein rechter 
Winkel gegenüber. (Fig. 107 a.) 
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3 b) Ist in einem Dreieck die Transversale nach der Mitte einer 
Seite gröfser als die Hälfte der Seite, so liegt ihr ein spitzer 
Winhel gegenüber. (Fig. 107 b.) 

3 e) Ist in einem Dreieck die Transversale nach der Mitte einer 
Seite kleiner als die Hälfte der Seite, so liegt ihr ein stumpfer 
Winkel gegenüber. (Fig. 107 c.) 

4) Umgekehrt : In einem Dreieck ist die Transversale nach der 
Mitte einer Seite gröfser, gleich oder kleiner als die Hälfte der 
Seite, je nachdem ihr ein spitzer, rechter oder stumpfer Winkel 
gegenüberliegt. 

oder in anderer Form: 

5a) Alle Punkte, von denen aus eine Strecke unter einem 
rechten Winkel erscheint, liegen anf dem Kreise, der die Strecke 
zum Durchmesser hat. (Satz des Thaies.) 

5h) Alle Punkte, von denen aus eine Strecke unter einem 
spitzen Winkel erscheint, liegen aufserhalb des Kreises, der die 
Strecke zum Durehmesser hat. 

5c) Alle Punkte, von denen aus eine Strecke unter einem 
stumpfen Winkel erscheint, liegen innerhalb des Kreises, der die 
Strecke zum Durchmesser hat. 

6) Erklärung; Der geometrische Ort eines Punktes 
(der Ebene) ist eine (gerade oder krumme) Linie, auf der der Punkt 
liegen mufs, wenn er einer bestimmten Bedingung genügen soll. 

7) Zusammenfassung von 5). Der geometrische Ort des 
Punktes, von dem aus eine Strecke unter rechtem Winkel erscheint, 
ist die Peripherie des Kreises, der die Strecke zum Durch- 
messer hat. 

Anhang: 

8) Der geometrische Ort des Punktes, der von einem festen 
Punkte P die Entfernung a hat, ist der Kreis, der P zum Mittel- 
punkt und a zum Radius hat. (Fig. 108.) 

9) Der geometrische Ort des Punktes, der von einer festen 
Linie L den Abstand a hat, ist das Parallelenpaar, das von L 
überall um a absteht. (Fig. 109.) 

10) Der geometrische Ort des Punktes, der von zwei festen 
Punkten P, und Pa gleiche Entfernung hat, ist die Mittelsenkreehte 
der Strecke Pj Pa- (Fig. 110.) 

11) Der geometrische Ort des Punktes, der von zwei festen 
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Linien Li und L^ gleiche Abstände hat, ist das rechtwinklige 
Kreuz aus den beiden Halbierungslinien der von L, und Lg ge- 
bildeten Winkel. (Fig. lU.) 
12) Aufgaben: Es ist eine Strecke AB der Gröfse und der 
Lage nach gegeben. Man soll über AB als Hypotenuse ein rechte 
winkliges Dreieck errichten, so dafs seine Spitze C 

a) auf eine gegebene Gerade fällt, (Fig. 112.) 

b) auf eine gegebene Kreislinie fällt, (Fig. 113.) 

c) von einein Punkte P die Entfernung a hat, (Fig. 114.) 

d) von einer Linie L den Abstand a hat, (Fig. 115.) 

e) von zwei Punkten P^ und Pj gleiche Entfernungen hat, 

(Fig. 116.) 

f) von zwei Linien L^ und La gleiche Abstände hat, (Fig. 117.) 

g) zugleich die Spitze eines zweiten rechtwinkligen Dreiecks 

ist, das eine Strecke CD zur Hypotenuse hat. (Flg. 118.) 



Sechster Abschnitt. 

§ 2f . 
Der ebene Kegel. 

Erklärungen; 

1) Die Gesamtheit aller Strecken zwischen einem festen Punkte 
und den Punkten einer Geraden heifst ein Kegel, (Fig. 119.) 

Man betrachtet auch Kegel allgemeiner Art, hei denen an Stelle der 
Geraden eine krumme Linie tritt. 

2) Der feste Punkt heifst die Spitze des Kegels, die Gerade 
seine Leitlinie, die einzelnen Strecken seine Kanten. 

3) Die Kante , die auf der Leitlinie senkrecht steht , heifst die 
Hauptkante des Kegels. 

4) Zwei Kegel heifsen gleich, wenn ihre Hauptkanten 
gleich sind. 

5) Von zwei (ungleichen) Kegeln heilst der der gröfsere, der 
die gröfsere Hauptkante hat. 

6) Ein Stück der Leitlinie zwischen dem Fufapunkte der Haupt- 
kante und dem Endpunkte einer Kante heifst der (zu der Kante 

t Abschnitt. 
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Lehrsätze: 

7) Die Hauptkante eioes Kegels ist kleiner als jede andere 
Eante. 

8) Zu gleichen (und entgegengesetzten) Abschnitten gehören 
gleiche Kanten (und umgekehrt). 

Folgt aus der Kongruenz der Dreiecke. 

9) Je gröfser der Abschnitt wird, desto gröfser wird die zu- 
gehörige Kante (und umgekehrt). 

Befinden sich beide Kanten auf einer Seite der Hauptkante, so 
schliefsen sie ein stumpfwinkliges Dreieck ein ; dem stumpfen Winkel 
liegt immer die gröfste Seite gegenüber. 

Befinden sieb die Kanten auf verscbiedenen Seiten der Hauptkante, 
80 ersetzt man eine von ihnen durcb diejenige Kante, die den gleicben, 
aber entgegengesetzten Abschnitt besitzt. 

10) In gleichen Kegeln gehören zu gleichen Abschnitten auch 
gleiche Kanten (und umgekehrt). (Fig. 120.) 

Folgt ans der Kongruenz der Dreiecke. 

11) Der gröfsere von zwei Kegeln hat bei gleichen Abschnitten 
die gröfsere Kante. (Fig. 121.) 

Man legt die beiden Dreiecke mit den rechten Winkeln aufeinander. 

12) Der gröfsere von zwei Kegeln hat bei gleichen Kanten den 
kleineren Abschnitt. (Fig. 122.) 

Man legt wieder die Dreiecke mit den rechten Winkeln aufeinander. 
Wäre EB = FD, so müfste AE > CF sein. Wäre EB > FD, so 
müfste AE erst recht >■ CF sein. 

Siebenter Abschnitt. 
Der Kreis. 

§ 30. 
Kreis und Gerade. 

Man betrachtet die Gerade als die Leitlinie und den Mittelpunkt 
des Kreises als den Scheitel eines Kegels. 

1) Lehrsatz a): Ist die Senkrechte (vom Mittelpunkte des 
Kreises auf die Gerade) gröfser als der Radius, so hat die Gerade 
mit dem Kreise keinen Punkt gemein. (Fig. 133a.) 

Da die Hauptkante gröfser ist als der Radius, so sind die übrigen 
Kanten erst recht gröfser als r; ihre Endpunkte liegen also aufserhalb 
des Kreises. 

Dobrlner, Planimetrie, 3 
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b) Ist die Senkrechte gleich dem Radius, so hat die Gerade 
mit dem Kreise nur den Fufspunkt der Senkrechten gemein , wäh- 
rend alle anderen Punkte aufserfialb des Kreises liegen. (Fig, l23b.) 

Die Hauptkante ist = r , die übrigen ]> r ; der Endpunkt der 
ersteren liegt also auf der Peripherie; die Endpunkte der anderen 
Kanten auEserhalb des Kreises. 

c) Ist die Senkrechte kleiner als der Radius, so hat die Gerade 
mit dem Kreise zwei Punkte gemein, die vom Fufspunkte der Senk- 
rechten gleich weit entfernt sind. (Fig. I23c.) 

Die Hauptkante ist <Cr; auf jeder Seite derselben nehmen die 
Kanten mit wachsendem Abschnitt zu und müssen emma! die Gröfse 
des Radius erreichen. 

2) Erklärung: Eine Linie , die mit einem Kreise nur 
einen Punkt gemein hat, heifst eine Tangente (Berührende) 
des Kreises. 

Der Punkt heifst der Berührungspunkt der Tangente. 

3) Erklärung: Eine Linie, die mit einem Kreise zwei 
Punkte gemein hat, heifst eine Sekante (Schneidende) des Kreises. 

§ 31. 

Die Tangente. 

1 a) Der Radius nach dem Berührungspunkte einer Tangente 
steht auf ihr senkrecht. (Fig. 133b.) 

Er ist die kleinste Kante, also die Hauptkante. 

1 b) Die Senkrechte vom Mittelpunkte auf eine Tangente gefällt 
trifft den Berührungspunkt. 

Der Endpunkt der Hauptkante kann nicht aufserhalb des Kreises 
liegen, weil sie dann nicht die kleinste Kante wäre. 

Ic) Die Senkrechte im Berührungspunkte einer Tangente er- 
richtet trifft den Mittelpunkt des Kreises, 

Im Berührungspunkt ist nur eine Senkrechte möglich. 

2 a) Schneiden sich zwei Taugenten, so ist ihr Schnittpunkt von 
ihren Berührungspunkten gleich weit entfernt. 

2 b) Die Linie vom Mittelpunkt nach dem Schnittpunkt zweier 
Tangenten halbiert deren Winkel. (Fig. 124.) 

(Mit Hülfe der Kongruenz zweier Dreiecke.) 

3) Folgerung: Von einem Punkte aufserhalb eines Kreises 
lassen sich nur zwei Tangenten an ihn legen. 
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4) Aufgabe: In einem Punkte der Peripherie die Tangente 
an den Kreis zu legen. (Fig. 125.) 

5) Aufgabe: Von einem Punkte aufserhalb eines Kreises die 
Tangente an ihn zu legen. (Fig, 120.) 

6) Lehrsatz: Es giebt unendlich viele Kreise, die zwei ge- 
gebene Linien berühren; ihre Mittelpunkte liegen auf dem 
rechtwinkligen Kreuz aus den Halbierungslinien ihrer 
Winkel. (Fig. 127.) 

(Vgl. § 28. 11.) 

7) Aufgaben: a) Einen Kreis mit gegebenem Radius zu kon- 
struieren, der zwei gegebene Linien berührt. (Fig. 128.) 

b) Einen Kreis zu zeichnen, der eine Linie im Punkte A und 
eine zweite Linie berührt. (Fig. 129.) 

e) Einen Kreis zu zeichnen , der drei gegebene Linien 
berührt. (Fig. 130,) 

8) Lehrsatz: In jedes Dreieck Iftfst sich ein Kreis besehreiben, 
(der Inkreis). (Fig. 130.) 

9) Lehrsatz: In jedem Dreieck schneiden sich die Halbierungs- 
linien der drei Innenwinkel in einem Punkte, 

Der Schnittpunkt von zwei Halbierungslinien ist von allen Seiten 
weit entfernt ; folglich mufs die Linie , die diesen Schnittpunkt mit der 
dritten Ecke verbindet, aueh dort den Winkel halbieren. (Fig. 131.) 

10) Für jedes Dreieck lassen sich drei Kreise konstruieren, die 
die eine Seite und die Veriängerungen der beiden anderen berühren 
<die drei Ankreise). (Fig. 132.) 

11) In jedem Dreieck schneiden sich die Halbierungslinien 
zweier Aufsenwinkel und des dritten Innenwinkels in einem 
Punkte. (Fig. 1S3.) 

(Beweis wie zu 9.) 

12) Sind vier Linien gegeben, so giebt es im allgemeinen keinen 
sie berührenden Kreis. 

13) Nicht in jedes Viereck läfst sich ein Kreis beschreiben. 

14) Erklärung: Sind die Seiten eines Vierecks Tangenten 
eines Kreises, so heifst es ein Tangentenviereck. 

15) Lehrsatz: Im Tangentenviereck ist die Summe 
zweier Gegenseiten gleich der Summe der beiden anderen. (Fig. 134.) 

Bezeichnet man die Tan gentenab schnitte , die von der Ecke A 
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ansgehCD, jnit a, die von B, C und D ausgeheaden mit b, c und d, so 
stellt sich jedes Paar von Gegenseiten als die Summe a + b + e + d dar, 

16) Umkehrung: Ist in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der beiden anderen , so läfst sich in 
dasselbe ein Kreis beschreiben. (Fig. 135.) 

Die Halbierungslinien der Winkel A und B schneiden sich in M; 
man fällt von M die Senkrechten auf die Seiten. Wäre r, >■ r, so 
müfste der gröfsere Kegel bei gleichen Kanten den kleineren Abschnitt 
besitzen, also c, •< c 

d, •< d und 
a+b+c, + di<<a + b + c + d sein. 
Ebensowenig kann rj < r sein. 

17) In jedes Quadrat läfst sich ein Kreis beschreiben. 
In jeden Rhombus läfst sich ein Kreis beschreiben. 



Die Sehne. 

Lehrsätze: 

la) Die Senkrechte vom Mittelpunkte eines Kreises auf eine 
Sehne gelallt, trifft deren Mitte. (Fig. i28c.) 

Zu gleichen Ka^iten eines Kegels gehören auch gleiche Abschnitte. 
(Vgl. die Sätze über die Höhe im gleichschenkligen Dreieck § 19 
1 a — 1 d.) 

1 b) Die Senkrechte in der Mitte der Sehne errichtet trifft den 
Mittelpunkt des Kreises, 

1 c) Die Linie vom Mittelpunkte nach der Mitte einer Sehne 
gezogen steht senkrecht auf ihr. 

2 a) Sehnen eines Kreises, die vom Mittelpunkt gleich weit ab- 
stehen, sind gleich. (Fig. 136.) 

In gleichen Kegeln gehören zu gleichen Kanten auch gleiche Ab- 
schnitte ; die Spitzen der Kegel liegen bei 2 a) im Mittelpunkt des 
Kreises, bei 2 b) in zwei Endpunkten der Sehnen. 

2 b) Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleiche Abstände vom 
Mittelpunkt. 

3 a) Von zwei Sehnen eines Kreises ist die die gröfsere, die den 
kleineren Abstand vom Mittelpunkte hat. (Fig. 137.) 

Der gröfsere von zwei Kegeln hat bei gleichen Kanten den kleineren 
Abschnitt ; die Spitzen der Kegel liegen bei 3 a) im Mittelpunkt, bei 3 b) 
in zwei Endpunkten der Sehnen. 

3b) Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die gröfsere 
den kleineren Abstand vom Mittelpunkt. 
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4) Aufgabe: Durch einen Punkt innerhalb eines Kreises eine 

Sehne zu legen, die in ihm halbiert wird. (Fig. 133.) 

5) Aufgabe: Durch einen Punkt innerhalb oder aufserhalb 
eines Kreises eine Sehne von gegebener Länge zu legen. (Fig. 139.) 

6) Aufgabe: Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis mit 
vorgeschriebenem Radius zu legen. (Fig. 140.) 

7) Durch zwei Punkte geben unendlich viele Kreise ; ihre 
Mittelpunkte liegen auf der Mittelsenkreehten der Strecke, die die 
beiden Punkte verbindet. 

8) Aufgabe: Durch drei gegebene Punkte einen Kreis zu 
legen. (Fig. 141.) 

9) Um jedes Dreieck läfst sich ein Kreis beschreiben (Umkreis). 

10) In jedem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechten der 
drei Seiten in einem Punkte. (Fig. 142.) 

Der Schnittpunkt von zwei Mittel senk rechten ist von allen Ecken 
gleich weit entfernt; folglieh mufs die Senkrechte, die von diesem Schnitt- 
pnnkt auf die dritte Seite geföUt wird, diese halbieren. 

Anmerkung: Der Mittelpunkt des Umkreises liegt innerhalb des 
Dreiecks, wenn es spitzwinklig ist, aufserhalb des Dreiecks, wenn es 
stumpfwinklig ist, auf der Hypotenuse, wenn es rechtwinklig ist. 

Dies läfst sich mit Httlfe der Sätze über die Transversalen eines 
Dreiecks beweisen, viel einfacher jedoch durch die später abzuleitenden 
Sätze über Peripheriewinkel. 

11) Durch drei Punkte läfst sich also nur ein Kreis be- 
schreiben. 

12) Durch vier Punkte geht im allgemeinen kein Kreis. 

13) Nicht um jedes Viereck läfst sich ein Kreis beschreiben, 

14) Erklärung: Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines 
Kreises sind, heifst ein Sehnenviereck, 

15) Lehrsatz: Im Sehnenviereck ist die Summe zweier 
Gegenwinkel gleich der Summe der beiden anderen. (Fig. 143.) 

Im Sehnenviereck beträgt also die Summe zweier gegen- 
überliegenden Winkel zwei Rechte, 

Man verbindet den Mittelpunkt mit den vier Ecken; bezeichnet 
man die vier Seiten mit a , b , c , d , die Basiswinkel an denselben mit 
a ß y d, so stellt sich jedes Paar von Gegenwinkeln als die Summe 
a + ß + Y -\- ä dar. 

Liegt der Mittelpunkt aufserhalb des Vierecks, so wird die Summe 
zweier Gegenwinkel ^ a + ß + y — ä. 

16) Umkehrung: Ist in einem Viereck die Summe zweier 
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Gegenwinkel gleich der Summe der beiden anderen, so läfst sieh 
um dasselbe ein Kreis beschreiben. (Fig. 144.) 

Die Mittel senkrechten von a und b schneiden sieh in M ; man ver- 
bindet M mit den Ecken des Vierecks. Wäre r^ >• r, so müfste der 
gröfseren Seite eines Dreiecks auch der gröfsere Winkel gegenüber- 
liegen, also y'>y\ 

<( > rfi und 

« + yS + y + "J>«-f-j^ + J'i-|-rfi sein. 
Ebensowenig kann r, ■< r sein. 

17) Um jedes Quadrat läfst sich ein Kreis besehreiben. 
Um jedes Rechteck läfst sich ein Kreis besehreiben. 
Um jedes gleichschenklige Trapez läfst sieh ein Kreis be- 
schreiben. 

§ 33. 

Der Peripheriewinkel, 

Erklärungen: 

1) Ein Winkel, dessen Scheitel ein Punkt der Peripherie und 
dessen Schenkel Träger von Sehnen sind, heifst ein Peripherie- 
winkel. 

2) Ein Peripheriewinkel, von dessen Schenkeln der eine den 
Kreis berührt, heifst ein Grenzwinkel. 

3) Von einem Peripheriewinkel (oder Grenzwinkel) sagt man, 
dafs er auf dem Bogen steht, der in seinen Winkelraum fällt. 

4) Zu jedem Peripheriewinkel (oder Grenzwinkel) gehört der 
Zentriwinkel, der mit ihm auf demselben Bogen steht. 

5) Zu jedem Zentriwinkel gehören unzählig viele Peripherie- 
winke], von denen zwei Grenzwinkel sind. 

Lehrsätze: 

6) Jeder Grenzwinkel ist halb so grofs wie sein Zentriwinkel. 
BeAveis: Ist der Grenzwinkel recht, so mufs der eine Schenkel 

durch den Mittelpunkt gehen , also der Zentriwinkel ein gestreckter 
sein. (Fig. 145a.) 

Ist der Grenzwinkel spitz , so ergänzt e r sowohl wie der halbe 
Zentriwinkel denselben spitzen Winkel zu einem Rechten. (Fig. 145 b.) 

Ist der Grenzwinkel stumpf, so besteht er sowohl wie der halbe Zentri- 
winkel aus einem rechten und demselben spitzen Winkel. (Fig. 145c.) 

7) Jeder Peripheriewinkel ist halb so grofs wie sein Zentri- 
winkel. (Fig. 146.) 

Legt man im Scheitel des Peripheriewinkels die Tangente an den 
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Kreis, so erhält man zwei Grenzwinkel. Die Summe der drei Periplierie- 
wiakel beträgt zwei Rechte, die Summe ihrer Zentriwinkel vier Rechte. 
Nun sind nach dem vorhergehenden Satz die Grenzwinkel halb so grofs 
wie ihre Zentriwinkel ; folglich mufs auch der Peripherie wink el halb so 
grofs wie sein Zentriwinkel sein, 

8) Ein Grenzwinkel ist ebenso grofs wie jeder Peripheriewinkel, 
der mit ihm auf demselben Bogen steht. 

(Beide sind die Hälft«n desselben Zentriwinkels.) (Fig. 147.) 

9a) Alle Peripheriewinkel, die auf demselben Bogen stehen, sind 
gleich. (Fig. 148.) 

9b) Peripheriewinke], die auf gleichen Bogen stehen, sind gleich, 

Sie sind die Hälften desselben Zentriwinkels. 

10a) Alle Peripheriewinkel auf eiuem Halbkreise sind Rechte 
(Satz des Thaies). (Fig. 149 a.) 

(Sie sind die Hälften des gestreckten Zentriwinkels,) 

10b) Alle Peripheriewinkel auf einem Bogen, der gröfser ist 
als ein Halbkreis, sind stumpf. (Fig. 149 b.) 

(Sie sind Hälften des erhabenen Zentriwinkels.) 

10 c) Alle Peripheriewinkel auf Bogen, die kleiner sind als ein 
Halbkreis, sind spitz, (Fig. 149 c.) 

(Sie sind die Hälften des hohlen Zentriwinkels.) 
IIa) Ein rechter Peripheriewinkel steht auf einem Halbkreise, 
Hb) Ein stumpfer Peripheriewinkel steht auf einem Bogen, der 
gröfser ist als ein Halbkreis. 

11 e) Ein spitzer Peripheriewinkel steht auf einem Bogen , der 
kleiner ist als ein Halbkreis. 

12) Der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks fällt in 
dasselbe, wenn es spitzwinklig ist, aufserhalb desselben, wenn es 
stumpfwinklig ist, auf die Hypotenuse, wenn es rechtwinklig ist, 

13) Aufgabe: Einen Kreisbogen zu konstruieren, von dem 
aus eine gegebene Strecke unter einem gegebenen Winkel « 
erscheint. (Fig. 150) 

Trägt man « an die Strecke AB in einem ihrer Endpunkte an, so 
mufs der zweite Schenkel Tangente des gesuchten Kreises werden, weil 
a an dieser Stelle Grenzwinkel ist. Der Mittelpunkt liegt auf der 
Mittel senkrechten von AB und auf der Senkrechten, die man im Be- 
rührungspunkte auf der Tangente errichtet. 

14a) Alle Punkte, von denen aus eine gegebene Strecke unter 
einem Winkel « erseheint , Hegen auf einem von zwei kongruenten 
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symmetrischen Bogen, deren Endpunkte mit den der gegebenen 
Strecke zusammenfallen. (Fig. 151.) 

14b) Von allen Punkten innerhalb der von den Bogen be- 
grenzten Fläche erscheint die Strecke unter einem gröfseren 
Winkel; von allen Punkten, die aufserhalb dieser Fläche liegen, 
erscheint sie unter einem kleineren Winkel. 

15) Zwei Peripheriewinkel, deren Standhogen sich zu dem Voll- 
kreise ergänzen, betragen zusammen zwei Rechte. (Fig. 152.) 

Ihre Zentriwinkel ergänzen sich zu 4 R. 

16) Im Sehnenviereck beträgt die Summe zweier gegenüber- 
liegenden Winkel zwei Rechte. 

§ 34. 

Zwei Kreise. 

Lehrsätze: 

1) Haben zwei Kreise keinen Punkt gemein, so liegt entweder 
der eine Kreis ganz aufserhalb des anderen oder der kleinere Kreis 
ganz innerhalb des gröfseren. 

2) Haben zwei Kreise einen Punkt der Zentrallinie 
gemein, so besitzen sie keinen anderen gemeinsamen Punkt. 

a) Liegen die Mittelpunkte auf verschiedenen Seiten des einen ge- 
meinsamen Punktes , so kann es keinen anderen geben , weil sonst ein 
Dreieck entstünde, in dem die Summe zweier Seiten gleich der dritten 
wäre. (Fig. 153 a.) 

h) Liegen die Mittelpunkte auf derselben Seite des einen gemein- 
samen Punktes, so kann es keinen anderen geben, weil sonst ein 
Dreieck entstünde, in dem die Differenz zweier Seiten gleich der dritten 
wäre. (Fig. 153b.) 

3) Haben zwei Kreise einen Punkt auf der einen Seite der 
Zentrallinie gemein, so besitzen sie noch auf der anderen Seite 
der Zentrallinie einen zweiten gemeinsamen Punkt, (Fig. 154.) 

Die Zentrallinie teilt die Figur in kongruente Teile. 

4) Zwei Kreise können niemals mehr als zwei Punkte ge- 
mein haben (ohne ganz zusammenzufallen). 

Gäbe es drei gemeinsame Punkte, so müfsten mindestens zwei davon 
auf einer Seite der Zentrallinie liegen. Diese wären dann die Spitaen 
zweier Dreiecke, die in drei Seiten übereinstimmten, ohne kongruent 
zu sein. {Fig. 155.) 

(Vgl, auch den Satz ttber gleichschenklige Dreiecke mit gemeinsamer 
Basis § 19, 2, femer den Satz g 32, II i „durch drei Punkte ist nur 
ein Kreis möglich".) 
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5) Erklärungen: 

a) Zwei Kreise schneiden sich, wenn sie zwei gemeinsame 
Punkte haben. 

b) Zwei Kreise berühren sich, wenn sie nur einen Punkt 
gemein haben; der gemeinsame Punkt heifst der Berührungs- 
punkt. 

c) Zwei Kreise berühren sich von aufsen, wenn die 
Mittelpunkte auf verschiedenen Seiten des Berührungspunktes 
liegen. 

d) Zwei Kreise bertlhren sich von innen, wenn die 
Mittelpunkte auf derselben Seite des Berührungspunktes liegen. 

6) Umkehrungen: 

a) Schneiden sich zwei Kreise, so liegen die beiden Schnitt- 
punkte auf verschiedenen Seiten der Zentrallinien. 

b) Berühren sich zwei Kreise von aufsen, so liegt der Be- 
rtlhrungspunkt auf der Zentrale. 

c) Berühren sich zwei Kreise von innen , so liegt der Be- 
rührungspunkt auf der Verlängerung der Zentrale. 

7) Lehrsatz: a) Liegt der eine Kreis ganz aufserhalb des 
andern, so ist die Zentrale gröfser als die Summe ihrer Radien. 

b) Liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb des gröfseren, so ist 
die Zentrale kleiner als die Differenz ihrer Radien. 

c) Schneiden sich die Kreise, so ist die Zentrale kleiner als die 
Summe, aber gröfser als die Differenz ihrer Radien. 

d) Berühren sich die Kreise von aufsen, so ist die Zentrale 
gleich der Summe ihrer Radien. 

e) Berühren sich die Kreise von innen , so ist die Zentrale 
gleich der Differenz ihrer Radien. 

8) Umkehrung: Aus der Gröfse der Centrale kann man auf 
die gegenseitige Lage der beiden Kreise schliefsen. 

9) Zwei einander sehneidende Kreise haben eine gemein- 
schaftliche Sehne, die auf ihrer Zentrale senkrecht steht. 

10) Zwei einander berührende Kreise haben in ihrem Be- 
rührungspunkte eine gemeinschaftliche Tangente, die auf 
der Zentrale senkrecht steht. 

11) Berühren die Kreise einander von aufsen, so haben sie 
überdies noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. 
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Liegt der eine Kreis ganz anfserhalb des andern, so haben sie 
vier gemeinschaftliche Tangenten, zwei äufsere und zwei innere. 

12) Aufgabe: Eine gemeinschaftliche Tangente zweier Kreise 
zu konstruieren. (Fig. 156a u. b.) 



Ächter Abschnitt. 

§ 35. 

Die Flächengleichbeit. 

1) Erklärung: Zwei Flächen heifsen gleich, wenn sie sich 
in paarweis kongruente Stücke zerlegen lassen. 

2) Flächen sind gleich, wenn sie sich aus paarweis gleichen 
Stücken zusammensetzen. 

3) Wenn man von gleichen Flächen gleiche Stücke fortläfst, so 
sind auch die Reste gleich; (es lassen sich auch die Reste im all- 
gemeinen in paarweis kongruente Stücke zerlegen.) 

4) Zwei Flächen, die einer dritten gleich sind, sind selbst gleich. 

5) Erklärung: Eine Figur in eine andere verwandeln 
heifst eine Figur anderer Gestalt zeichnen, die mit der ersten gleiche 
Fläche hat. 

Aufgaben: 

6) Ein Dreieck in ein Parallelogramm zu verwandeln. (Fig. 157.) 
Ein Dreieck ist also gleich einem Parallelogramm von gleicher 

Höhe und halber Grundlinie. 

7) Ein Parallelogramm in ein Dreieck zu verwandeln. (Fig. 158.) 
Ein Parallelogramm ist also gleich einem Dreieck von gleicher 

Höhe und doppelter Grundlinie. 

8) Ein Trapez in ein Dreieck zu verwandeln. (fig. 159.) 
Ein Trapez ist also gleich einem Dreieck von gleicher Höhe, 

dessen Grundlinie gleich der Summe der beiden Trapezgrund- 
linien ist. 

9) Ein Trapez in ein Parallelogramm zu verwandeln, (Fig. 160.) 
Ein Trapez ist gleich einem Parallelogramm von gleicher Höhe, 

dessen Grundlinie gleich dem arithmetischen Mittel der beiden 
Trapezgrundlinien ist. 

CH=:g +X 

CH=^ G — X 
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Gleiche Farallelogramme. 

1) Lehrsatz: Parallelogramme von gleichen Höhen und 
gleichen Grundlinien sind gleich. 

a) Beweis: Liegen die Parallelogramme zwischen zwei Parallelen, 
so entstehen zwei kongruente (äufsere) Trapeze, die das innere Trapez 
gemeinsam hahen. Die nicht gemeinsamen Stücke sind gleich. (Fig. 161.) 

b) Zerlegung: Man stellt die Parallelogramme mit ihren gleichen 
Grundlinien auf eine Gerade , so dafs die Scheitel der spitzen Winkel 
innen und die Scheitel der stumpfen Winkel aufsen zu liegen kommen. 
Dann zieht man in der aus der Figur ersichtlichen Reihenfolge Parallelen 
zn den Seiten der beiden Parallelogramme. Dadurch zerfallen diese in 
2 n + 1 Paare kongruenter Dreiecke und in ein Paar kongruenter 
Trapeze. — Die Zahl n giebt an, wie oft sich die Höhe des zuerst er- 
haltenen Dreiecks auf der gemeinsamen Höhe der Parallelogramme ab- 
tragen läfst. Ist die erste Höhe ein ganzzahliger Teil der zweiten, so 
dafs beim Abtragen kein Eest übrig bleibt, so schrumpfen die Trapeze 
ebenfalls in Dreiecke zusammen. 

Man kann immer zwei Teildreiecke, die eine zur Grundlinie 
parallele Seite gemein haben, zu einem Flächenstück vereinigen. 

(Fig. 162 a, b, c.) 

2) Aufgaben: Ein Parallelogramm in ein anderes mit gleicher 
Grundlinie und 

a) gegebenem Winkel, 

b) gegebener Seite, 

c) gegebener Diagonale 

zu verwandeln. (Fig. 163.) 

In welchen Fällen ist die Lösung von b) und c) unmöglich? 

3) Hülfsaufgabe; Eine Strecke in eine gegebene Zahl 
gleicher Teile zu zerlegen. (Fig. 164.) 

4) Ein Parallelogramm in eine gegebene Zahl gleicher Parallelo- 
gramme zu zerlegen. (Fig. 165.) 

§37. 
Gleiche Dreiecke. 
1) Lehrsatz: Dreiecke von gleichen Höhen und gleichen 
Grundlinien sind gleich. 

a) Beweis: Verwandelt man die Dreieckein Parallelogramme, so 
sind diese nach dem Vorhergehenden gleich. {I'ig. 166.) 

b) Zerlegung: Zerlegt man die Parallelogramme in paarweis 
kongruente Teile, BO wird man in jedem Parallelogramm Teile finden, 
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die dnrch eine Dreiecksseite zerstückelt sind. Man muls dann in dem 
andern Parallelogramm die entsprechenden Teile in gleicher Weise 
zerschneiden und zum Schlufs für jeden Teil eines Parallelogramms, der 
auTserlialb des zugehörigen Dreiecks liegt, das entsprechende Stdck 
in dem Gebiet des Dreiecks aufsuchen, das aufserhalb des Parallelo- 
gramms liegt. (Fig. 167.) 

2) Folgerung: Trapeze von gleichen Höhen und gleichen 
Grundlinien sind gleich. (Fig. 168.) 

8) Lehrsatz: Wenn zwei von einem Punkte P ausgehende 
Linien von einem Parallelenpaar in den Punkten A, B und A,, Bj 
geschnitten werden, so sind die Dreiecke PABi und PAiB gleich, 

(Fig. 169 a u. b.) 

Uegt der Punkt P zwischen den Parallelen, so sagt man kurz: 
Scheiteldreieeke zwischen Parallelen sind gleich. 

PAB und PA,B, (Fig. 169b) sollen Scheiteldreiecke mit parallelen 
Grundlinien heiCsen. 

4) Zerlegung zweier Scheiteldreiecke zwischen 
Parallelen: (Fig. 170.) 

Man zieht die Mittelparallele und legt, — wenn A und Aj sich mit 
P auf derselben Seite dieser Linie belinden, — durch A und Aj die 
Parallelen zu AiB, und AB. Dann sind die Dreiecke in die Trapeze 
A P G, D und A, P C Dj verwandelt , die ihrerseits aus den kongruenten 
Dreiecken PAE und PA,Ei und den gleichen Parallelogrammen 
PEDC, und PE,D,C bestehen. Man kann also die Trapeze in paar- 
weis kongruente Stücke zerlegen und hat zum Schlufs eine Übertragur^ 
wie in 1) vorzunehmen. 

5) Umkehr ung: Haben zwei gleiche Dreiecke in einer Ecke 
einen gemeinsamen Winkel oder zwei Scheitelwinkel, so liegen die 
übrigen Ecken auf zwei Parallelen. 

6) Aufgaben: 

a) Ein Dreieck in ein anderes mit gegebener Grundlinie zu 
verwandeln. (Eig- l'la u. b.) 

b) Ein Dreieck in ein anderes mit gegebener Höhe zu ver- 
wandeln. (Fig. 172a u. b.) 

c) Ein Viereck in ein Dreieck zu verwandeln. (Fig. 173.) 

d) Ein Fünfeck in ein Dreieck zu verwandeln. (Fig. 174.) 

e) Ein Dreieck durch Transversalen aus einer Ecke in eine 
gegebene Zahl gleicher Teile zu zerlegen. (Fig. 175.) 

f) Ein Parallelogramm durch Transversalen aus einer Ecke in 
eine -gegebene Zahl gleicher Teile zu zerlegen. 
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1) die Anzahl ist gerade, (Fig. ne».) 

2) die Anzahl ist ungerade. (Fig. 176b.) 
g) Ein Trapez in eine gegebene Zahl gleicher Trapeze zu 

legen. (Fig. 177.) 
Anwendungen. 



A. Perspektivische Farallelstrecken. 

1) Lehrsatz: Wenn auf einem Parallelenpaar durch zwei 
Strahlen eines Punktes P zwei Strecken (A A, und B Bi) abgegrenzt 
werden, so liegen auch die Mitten dieser Strecken (CD) auf einem 
Strahle des Punktee P. 

a) P liegt zwischen den Parallelen. (Fig. 178a.) 
Das Trapez AAiBBi wird sowohl durch die Gerade CD als auch 

durch die gebrochene Linie CPD halbiert. Dies ist nnr möglich, wenn 
beide in eine Linie zasammenf allen. 

b) P liegt nicht zwischen den Parallelen. (Fig. 178b.) 
Das Dreieck PBEj wird sowohl dnrch die Gerade PD als auch 

durch die gebrochene Linie PCD halbiert. Dies ist nur möglich, wenn 
beide eine Linie sind. 

2) Folgerung: Wenn mehrere Strahlen eines Punktes auf 
einer Geraden gleiche Strecken abschneiden, so. schneiden sie auf 
jeder (zu der Geraden gezogenen) Parallelen ebenfalls gleiche 
Teile ab. 

3) Umkehrung: Liegen auf zwei Parallelen gleichviel gleiche 
anstofsende Strecken , so gehen die Verbindungslinien ihrer ent- 
sprechenden Endpunkte durch einen Punkt, 

4) Erklärung: Zwei Figuren liegen perspektivisch, 
wenn jedem Punkte der einen ein bestimmter Punkt der andern 
Figur entspricht, und wenn die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte sämtlich durch einen Punkt (— den Augenpunkt — ) gehen. 

5) Nr, 3 in anderer Form: Wenn auf zwei Parallelen sich 
gleichviel gleiche anstofsende Strecken befinden, so liegen ihre End- 
punkte perspektivisch. 

Die Zuweisung der einander entsprechenden Teilstrecken kann auf 
zwei Arten geschehen. 

6) Aufgabe: Eine Strecke in eine vorgeschriebene Zahl 
gleicher Teile zu zerlegen. (Fig. 173.) 
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B. Die Mitteltransversalen eines Dreiecks. 

Lehrsätze: 

1) In jedem Trapez geht die Linie, die die Mitteu der heiden 
Grundlinien verbindet, durch den Schnittpunkt der Diagonalen. 

(Folgt aus 38, 5.) (Fig. 178 a.) 

2) In jedem Dreieck halbiert die von einer Ecke nach der 
Mitte der Gegenseite gezogene Transversale jede Inneustreeke , die 
der Seite parallel ist. (Fig. 178 b.) 

(Folgt aus 38, 5.) 

3) Zieht man in einem Dreieck zu einer Seite eine Parallele 
und nach den Endpunkten derselben die Ecktransversalen, so 
schneiden sich diese und die Transversale nach der Mitte der er- 
wähnten Seite in einem Punkte. (Fig. 180.) 

(Folgt aus 1 und 2.) 

4) In jedem Dreieck schneiden sich die drei Mitteltrans- 
versalen in einem Punkte, dem Schwerpunkte des Dreiecks. 

(Fig. 180.) 

5) Jede Mitteltransversale wird durch den Schwerpunkt im 
Verhältnis von 1 zu 2 geteilt (d. h. so, dafs der obere Abschnitt 
[an der Ecke] doppelt so grofs ist wie der untere [an der Gegen- 
seite]). 

Man legt zu einer Transversale durch die Endpunkte der beiden 
anderen die Parallelen; dann zerlegen sie die letzteren in drei gleiche 
Teile. (Fig. 181.) 

§ 40. 

C. Ähnliche Parallelogramme und ähnliche Trapeze. 

1) Lehrsatz: Haben zwei Parallelogramme parallele Seiten 
und ein Paar paralleler Diagonalen, so müssen auch die anderen 
Diagonalen parallel sein. 

Man legt die Parallelogramme mit zwei Winkeln, die den parallelen 
Diagonalen gegenüberliegen , aufeinander nnd wendet Lehrsatz 5 
§ 38 an. (Fig. 182.) 

2) Lehrsatz: Haben zwei Trapeze parallele Seiten und ein 
Paar paralleler Diagonalen, so müssen auch die anderen Diagonalen 

n. (Fig. 18a) 

Beweis: Man legt die Trapeze mit zwei gleichen Winkeln, durch 
i Scheitel die parallelen Diagonalen gehen, aufeinander. Dann ist 
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A Ä D Bi ^= A D Ol (Dreiecke mit gleichen Höhen und der gemein- 
samen Grundlinie AD), 

A ADjB = ADjC (Dreiecke mit gleichen Höhen und der gemein- 
samen Grundlinie ADj), 

A A D Cj ^ A Dl Ü (nach § 37, 3), 

folglich auch ADB, = ABD,, d. h. BD |[ B, Dj. 

3) Die in 1 und 2 mit einander verglichenen Vierecke sind winkel- 
gleich und haben üherdies die Eigenschaft, dafs sie durch jede Diagonale 
in winkelgleiche Dreiecke zerlegt werden. 

4) Erklärung: Zwei Figuren heifsen ähnlich, wenn jedem 
Punkte der einen ein bestimmter Punkt der anderen entspricht, und 
wenn drei Punkte der einen Figur und die drei entsprechendea 
Punkte der anderen Figur zwei winkelgleiehe Dreiecke bilden. 

Oder ktlrzer: Zwei Figuren heifsen ähnlich, wenn sie in 
allen entsprechenden (Haupt- und Neben-)Winkeln übereinstimmen. 

5) Erklärung: Winkelgleiche Dreiecke heifsen auch ähn- 
liche Dreiecke. 

6) I) und 2) in anderer Form: Zwei Parallelogramme oder 
zwei Trapeze sind ähnlich, wenn sie durch zwei Diagonalen in 
winkelgleiehe Dreiecke zerlegt werden. 

7) Erklärung: Zwei ähnliche Figuren befinden sich in ähn- 
licher Lage, wenn jede Linie der einen Figur der entsprechenden 
Linie der andern Figur parallel ist. 

8) Ähnliche Figuren lassen sich stets, und zwar auf doppelte Weise, 
in ähnliche Lage h ringen. 

Sind die Figuren gleichwendig, so verschieht man die eine, 
bis eine ihrer Seiten parallel und gleichgerichtet mit der ent- 
sprechenden Seite der anderen Figur ist. 

Sind die Figuren gegen wendig, so verschiebt man die eine, bis 
eine ihrer Seiten parallel und gegen gerichtet mit der entsprechenden 
Seite der andern Figur ist. 

9) Anmerkung: In den Figuren zn 1) und 2) befinden sich die 
ähnlichen Breiecke BCD und B,C,D, nicht nur in ähnlicher, sondern 
auch in perspektivischer Lage. Darin liegt die Bestätigung eines später 
zn beweisenden Lehrsatzes : Ähnlich gelegene ähnliche Figuren befinden 
sich stets in perspektivischer Lage. 



D. Ergänzui^sparallelogramme. 

I) Erklärung: Wenn man in einem Parallelogramm durch 
einen Punkt einer Diagonale die Parallelen zu den Seiten zieht, so 
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heifsen die von der Diagonale nicht geschnittenen Parallelogramme 
Ergänzungsparallelogramme, 

2) Lehrsatz; Ergänzungsparallelogramme sind gleich. 

a) Beweis: Die Ergänzungsparallelograniine erhält man als Reste, 
wenn man von den kongruenten Dreiecken ABC und ADC einerseits die 
Dreiecke A FE und ECJ, andererseits die mit diesen kongruenten 
Dreiecke AHE und EGC fortläfst. (Fig. 184.) 

b) Zerlegung : Man zieht durch H die Parallele HKML zu der 
Diagonale AC; dann kann man einerseits HEDG und HECM, anderer- 
seits FEJB und KECL in paarweis-kongmente Stücke zerlegen. Aus 
der Figur ist ersichtlich, wie man durch diese Zerlegungen die gewünschte 
Aufteilung der Ergänzungsparallelogramme erhält. (Fig. 185.) 

3) Anmerkung: Die von der Diagonale geschnittenen 
Parallelogramme sind einander (und dem umsehliefsenden Parallelo- 
gramme) ähnlieh. (Folgt aus § 40, 1.) 

Dafs ihre Diagonalen parallel sind, folgt auch unmittelbar aus der 
Gleichheit der Dreiecke FEJ und HEG, die die Hälften der Er- 
gänzungsparallelogramme sind. 

4) Aufgabe: Ein Parallelogramm in ein winkelgleiehes mit 
gegehener Seite zu verwandeln. 



Neunter Abschnitt. 

Gleiche Kechteeke, gebildet aus den Seiten ähn- 
licher rechtwinkliger Dreiecke. 

§ 42. 

1) Aufgabe: Ein Rechteck in ein anderes mit gegebener 
Seite (s) zu verwandeln. 

Konstruktion a): Man verwandelt das Rechteck zuerst unter 
Beibehaltung der Grundlinie in ein Parallelogramm mit der gegebenen 
Seite und dann dieses in ein Rechteck. (Das Verfahren ist nur an- 
wendbar , wenn die gegebene Seite gröfser ist als eine der Reekteck- 
seiten.) (Fig. 186 a.) 

b) Man konstruiert zu dem gegebenen Heckteck ein Ergänzungs- 
rechteck, das die gegebene Seite enthält. (Fig. 1861>.> 

2) Sind AiBjCi die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks, AjEgC^ 
die entsprechenden Ecken eines zweiten ähnlichen Dreiecks, aj, b^ und 
a^, ba die Katheten, c^ und Cg die Hypotenusen derselben, so gelten die 
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Lehrsätze: a) In ähnlichen rechtwinkligen Dreiecken ist das 
Rechteck aus Ci und a^ gleich dem Rechteck aus C2 und aj. 

(Fig. 187 a.) 

b) In ähnliehen rechtwinkligen Dreiecken ist das Rechteck aus 
ai und ba gleich dem Kechteck aus ag und bi. (Fig. i87b.) 

a) Legt man die Dreiecke so aneinander, dafs Ba auf Aj und 
Ca auf die Verlängerung von bi fällt, so erhält man leicht die Figur 
von la). 

b) Legt man die Dreiecke so, dafs die rechten Winkel Scheitel- 
winkel werden und je zwei entsprechende Katheten in eine Gerade 
fallen, so erhält man die Figur von 1 b). — Die Dreiecke Ä, C, B^ und 
AaCiB, sind als Scheiteldreiecke zwischen Parallelen gleich. 

3) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat einer Ka- 
thete gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem anliegenden 
Hypotenusenabschnitt, (der bis an den Fufspunkt der Hypotenusen- 
hohe reicht). (Fig. 188,) 

Man zeichnet über CB das Quadrat CBEF und fällt von C und E 
die Senkrechten C D und E G ; dann folgt aus der Kongnienit der 
Dreiecke CBD und BEG, dafs EG = BD = p ist. 

Quadrat B C E F = Parallelogramm E B A J 

Parallelogramm EBA J = Rechteck BAKH. 

4) Lehrsatz: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Quadrat der Hypotenusenhöhe gleich dem Rechteck aus den beiden 
Hypotenusenabschnitten, (die durch die erste erzeugt werden). (Fig. 189.) 

Man zeichnet über C D das Quadrat C D E F und macht D G ^ DB = p. 
Dann folgt aus der Kongruenz der Dreiecke CDB und EDG, dafs 
^ E = I: C = < A, dafs also EG 1| C A ist. — Das halbe Quadrat= 
dem halben Rechteck (Scheiteldreiecke zwischen Parallelen). 

5) Aufgaben: 

a) Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln (zwei Kon- 
struktionen). (Fig. 190 a u. b.) 

b) Ein Parallelogramm in ein Quadrat zu verwandeln. 

c) Ein Dreieck in ein Quadrat zu verwandeln, 

§ 43. 
Der Pythagoreische Lehrsatz. 

1) Lehrsatz: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Hypotenusenquadrat gleich der Summe der beiden Kathetenquadrate. 

Man fällt vom Scheitel des rechten Winkels die Senkrechte auf 
die Hypotenuse und verlängert sie bis zu der Gegenseite im Hypotenusen- 

Doliriner, Planimetrie. 4 
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qnadrat. Dann zerfttUt dieses in zwei Reclitecke, von denen jedes nacli 
§ 42, 3) dem anstorsenden Katlietenquadrat gleich ist. (Fig. 191.) 

2) Zerlegung der Pythagoreischen Quadrate auf 
Grund von § 42, 3). (Fig. 193.) 

Man vergleicht das Quadrat Über A B und das aastofsende Keckteck 
mit dem Parallelogramm ABDF, 

Dann zerlegt man durch die Hülfslinien AO und PQ Rechteck 
und Parallelogramm , femer nach der in § 36, 1) gegebenen Vorschrift 
Quadrat und Parallelogramm in paarweis-kongruente Stücke und über- 
trägt alle in AOTD fallenden Stücke in das Trapez SRQP. 

In gleicherweise hat man das Quadrat über AC und das Rechteck 
PCTS nnter Zuziehung des Parallelogramms ACED zu behandeln, 

3) Zweiter Beweis des Pythagoreischen Lehr- 
satzes: (fig. 193.) 

Vervoiiständigt man die aus dem rechtwinkligen Dreieck A und den 
drei Quadraten I, II und III bestehende Figur durch die aus der Zeich- 
nung ersichtlichen Linien, so erhält man noch zwei kongruente Quadrate, 
deren Seiten gleich der Summe der beiden Katheten a und b sind; 
und zwar ist einmal (a -{- b)^ ^= I + II + 4 A, 

das andere Mal (a +■ h)^ = III -h 4 A, folglich III = I + II. 

Bringt man die beiden kongruenten Quadrate zur Deckung und 
läfsl 11 eine Verschiebung nach rechts machen, so erhält man: 

4) die einfachste Zerlegung der Pythagoreischen 
Quadrate: (Fig. 194.) 

Man zieht durch die Ecken des Hypotenusenquadrats Linien, die 
den Katheten parallel sind. Dann erhält man über jeder Seite dieses 
Quadrats ein Dreieck, das dem ursprünglichen kongruent ist. Das 
Dreieck links setzt sich aus zwei Teilen 2 und 3 zusammen, zu denen 
sich im Dreieck rechts die kongruenten Stücke n und III konstruieren 
lassen. Im ganzen erhält man acht Stücke, I, II, III, IV, V und 1, 
2,3; unter diesen ist I ^ 1 , II ^ 2 und III ^ 3. 

Nun ist das Hypotenusenquadrat = I -|- HI 4- IV 4- II + V, das 
grolse Kathetenquadrat = 1 -+- 3 -t- IV , das kleine Kathetenquadrat 
= 2 4- V. 

5) Aufgaben: 

a) Ein Quadrat zu zeichnen, das gleich der Summe zweier 

(Fig. 195 a-) 

b) Ein Quadrat zu zeichnen, das gleich der Differenz zweier 

(Fig. 195 b.) 
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Zehnter Abschnitt. 
Proportionale Strecken. 

§ 4i. 

Die Proportion. 

1) Erklärung: Vier Strecken a, b, e, d bilden — in dieser 
zunächst festzuhaltenden Beihenfolge — eine Proportion, wenn das 
■Rechteck aus den inneren Gliedern (b und c) gleich dem Rechteck 
aus den äufseren Gliedern fa und d) ist. 

Man Bigt auch 

Die Strecken i und b sind den Sti ecken c und d piopor- 
tional, wenn dis Rechteok lus b und c eiienso giofs ist wie das 
Rechteck aus a und d 

Oder luch 

Es verhält sich a zu b wie c zu d (a : b = c : d), wenn 
das Rechteck aus b und c ebenso grofs ist , wie das Rechteck aus 
a und d. 

Anmerkung: Die Begriffe Proportion und Verhältnis entstammen 
der rechnenden Geometrie. Zu ilirem Verständnis ist es daher erforder- 
lich, hier den ersten Abschnitt des zweiten Teiles einzuschalten. 

Für das aus den Strecken a und b gebildete Rechteck wird das 
Zeichen a.b (gelesen a mal b) gebraucht. Der Grund hierfür liegt 
ebenfalls in einem Ei^ebnis der rechnenden Geometrie. 

2) Aufgabe: Zu drei Strecken a, b, c die vierte Proportio- 
nale zu finden (vgl. § 42, 1). (Fig. 196.) 

3) Lehrsatz: Zwei Proportionen, die in drei Crliedem überein- 
stimmen, müssen auch die vierten gleich haben. 

Denn zu drei Strecken kann man nach 2) nur eine vierte Proportio- 
nale finden. 

4) Erklärung: Sind die inneren Glieder einer Proportion 
gleich einer und derselben Strecke, so nennt man diese die mitt- 
lere Proportionale zwischen den äufseren Gliedern. 

Die mittlere Proportionale zwischen zwei Strecken a und b ist 
(also) die Strecke, deren Quadrat gleich dem Rechteck aus a 
und b ist. 

5) Aufgabe: Zu zwei Strecken a und b die mittlere Pro- 
portionale zu finden. (Vgl. § 43, 3) und 4).) (Fig. I97.) 
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6) Lehrsatz; In jeder Proportion darf man 

a) die inneren Glieder mit einander vertauschen, 

b) die äufseren Glieder mit einander vertauschen, 

c) die vorderen Glieder mit einander und gleichzeitig die 
hinteren Glieder mit einander vertauschen. 

Denn dadurch ändern sich die zu vergleichenden Rechtecke nicht. 
Man kann also die vier Glieder auf acht verschiedene Arten ordnen : 

a h c d 

a c h d 



d b c a 
d c b a 

7) Lehrsatz: Eine Proportion bleiht richtig, wenn man die 
Yorderglieder (oder die Hinterglieder) durch gleiche Vielfache derselben 
oder durch gleiche Bruchteile derselben ersetzt. 

"Wenn a, h, e, d eine Proportion bilden, so bilden auch 
ka, kh, c, d 

oder — j— a, ^j— b, c, d eine Proportion , denn da- 

durch werden die zu vergleichenden Rechtecke nur kmal vervielfältigt 
oder auf den k**° Teil zurückgeführt. 

8) Lehrsatz; Bilden a, b, c, d eine Proportion, so bilden auch 
«) (a + b), b, (c + d), d eine Proportion, 

/*) (a -- b), b, (c — d), d „ „ 

y) (a + b), (a — b), (c + d), (c — d) , „ (Fig. 198.) 



Ahnliche Dreiecke. 

Unter Benutzung der neuen Bezeichnungen lauten nun die 
Sätze aus § 42 wie folgt: 

1) In ähnliehen rechtwinkligen Dreiecken sind die Hypotenusen 
zwei entsprechenden Katheten proportional. 

2) In ähnlichen rechtwinkligen Dreiecken sind zwei entsprechende 
Katheten den beiden anderen proportional, 

3) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete die mitt- 
lere Proportionale zwischen der Hypotenuse und dem anliegenden 
Hypotenusenabschnitt. 
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4) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenusenhöhe die 
mittlere Proportionale zwischen den beiden Hypotenusenabschnitten. 

5) Zusammenfassung von 1) und 3): In ähnlichen 
rechtwinkligen Dreiecken sind entsprechende Seiten- 
paare proportional. 

6) Umkehrung: Zwei rechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, 
■wenn zwei Paare entsprechender Seiten proportional sind. (Fig. 199.) 

Bilden die Seiten a, b des einen Dreiecks mit den ent^ 
sprechenden Seiten aj , bj des andern eine Proportion , so konstruiert 
man über a, ein rechtwinkliges Dreieck, das mit dem ersten winkel- 
gleich ist, und hezeichnet mit x die der Seite b entsprechende Seite. 
Dann müssen x und bj gleich sein , da es zu drei Strecken nur eine 
vierte Proportionale giebt; das zweite Dreieck ist also dem dritten kon- 
gruent und mit dem ersten winkelgleich. 

7) Lehrsatz: Zwei Streckenpaare, die einem dritten proportional 
Bind, sind unter sich proportional. 

Ist neben a : b ^ x : y auck c : d ^ x : y , so konstruiert man drei 
rechtwinklige Dreiecke; 

Ai aus den Katheten a und b 
Aa „ „ „ c „ d 

Nach 6) sind dann Ai und Aj mit As winkelgleich, also auch 
Ai äknlich Ag und a : b ^ c : d, 

8) Lehrsatz: In ähnlichen Dreiecken verhalten sich zwei 
entsprechende Höhen wie zwei entsprechende Seiten. (Fig. 200.) 

9) Lehrsatz: In ähnlichen schiefwinkligen Drei- 
ecken sind entsprechende Seitenpaare proportional. 

Man zerlegt die Dreiecke durch zwei entsprechende Hohen in ähn- 
liche rechtwinklige Dreiecke. 

10) Lehrsatz: In jedem Dreieck sind zwei Höheu den zu- 
gehörigen Seiten umgekehrt proportional. 

Dies folgt aus der Ähnlichkeit der rechtwinkligen Dreieke ADC 
nnd BEC. (Fig. 201.) 

Das Rechteck aus BC und AD mufs ebenso grofs sein wie das 
Rechteck aus AC und BE, weil beide doppelt so grofs sind wie das 
Dreieck ABC. (Fig. 202.) 

11) Lehrsatz: In ähnlichen Dreiecken verhalten sich zwei 
entsprechende Mitteltransversalen wie zwei entsprechende 
Seiten. (Fig. 203.) 

Legt man die Dreiecke mit den Winkeln , aus denen die Trans- 
versalen kommen, aufeinander, so müssen die Gegenseiten wegen der 
Gleichheit der übrigen Winkel parallel liegen und die Transversalen 
nach § 38, 5) zusammenfallen. 
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Die Teüdreiecke sind also auch winkelgleich und hesitzen proportio- 
nale Seiten. 

12} Lehrsatz: Ih ähnlichen Vielecken sind zwei entsprechende 
Seitenpaare proportional, zwei entsprechende Diagonalpaare pro- 
portional, ein Paar entsprechender Seiten und ein Paar entsprechender 
Diagonalen proportional. (t'ig. 204.) 

Die ähnlichen Vielecke müssen nämlich nach Erklärung 4) § 40 
durch entsprechende Diagonalen in ähnliche Dreiecke zerlegt werden, 

13) Ähnlichkeitssatze: Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie 

a) in zwei Winkeln öbereinstimnien (nach Erklärung 5) § 40); 

h) in den Verhältnissen zweier Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen; 

c) in den Verhältnissen zweier Seiten und den Winkeln überein- 
stimmen, die den gröfseren Seiten gegenüberliegen; 

d) in den Verhältnissen der drei Seiten übereinstimmen. 

{Fig. 205,) 
Hat das erste Dreieck A die Seiten a, b, c, das zweite Dreieck 
Ai die Seiten a^, bj, c, , so konstruiert man über aj ein drittes 
Dreieck A3, das mit A winkelgleich ist und die Seiten ai, y, z besitzt. 
Da es zu drei Strecken nur eine vierte Proportionale gieht, so 
müssen Ai und A3 (13h) in zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel, oder (13 c) in zwei Seiten und dem Winkel, der der gröfseren 
gegenüberliegt, oder (13 d) in drei Seiten übereinstimmen. 

§46. 
Proportionen am Strahlensystem und am Parallelen- 
system. 

1) Werden zwei parallele Linien durch ein Strahlen- 
system geschnitten, so zerfallen sie in proportionale Stücke. (Flg. 206.) 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt 
AB : A,B, = SB : SBj 
CB : CiBi = SB : 8B„ 
also auch AB : A,Bi = CB : CiBj u. s. f. — 
Haben zwei Strecken der einen Linie, etwa BC und CD, ein (ratio- 
nales) Zahlenverhältnis, etwa von 2 : 3, so müssen sich auch B, C, und 
Cj Dl wie 2 : 3 verhalten. (Vgh § 38, 2.) 

2) Werden zwei gerade Linien durch ein Parallelensystem 
geschnitten, so zerfallen sie in proportionale Stücke. (Fig. 207.) 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke AB X, BCY, CDZ zu beweisen. 

Haben zwei Strecken der einen Linie ein (rationales) Zahlenver- 
hältnis, so müssen die entsprechenden Stücke der andern Linie das 
gleiche Verhältnis haben. (Vgl. § 36, 3.) (Fig. 20&) 
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3) In jedem Dreieck teilt jede Parallele zu einer Seite die 
beiden anderen Seiten in proportionale Sttlcke. 

4) Umkelirung von 1): Wenn auf zwei Parallelen pro- 
portionale Strecken aneinander stofsen, so liegen ihre Endpunkte 
perspektivisch. 

5) Umkehrung von 2); Wenn man auf zwei Linien von 
ihrem Schnittpunkte aus hintereinaoder proportionale Stücke ab- 
trägt, so liegen die entsprechenden Endpunkte auf einem System 
paralleler Linien. 

4) und 5) werden indirekt unter Benntzuag des Satzes, dafs zu 
drei Strecken nur eine vierte Proportionale möglich ist, bewiesen. 

6) Aufgabe; Zu drei Strecken a, b, c die vierte Proportio- 
nale zu finden. (Zweite und dritte Konstruktion.) (Fig. 209 a u. h.] 

7) In zwei Kegeln heifsen die Kanten, die mit den Hauptkanten 
gleiche Winkel bilden, entsprechende Kanten; zu ihnen gehören 
auch entsprechende Abschnitte. 

8) In zwei Kegeln verhalten sich zwei entsprechende Kanten wie die 
beiden Hauptkanten; ebenso verhalten sich entsprechende Abschnitte 
wie die Hauptkanten. 

9) Die Verhältnisse zwischen der Hauptkante, einem Abschnitte 
nnd der zugehörigen Kante eines Kegels sind also nur von dem Kanten- 
winkel , aber nicht von der Höhe des Kegels abhängig ; sie sind bei 
gleichbleibendem Kantenwinkel für alle Kege! die gleichen, 

10) Man sagt, die Verhältnisse sind Funktionen des Kanten- 
winkels. 

11) Eine Gröfse heifst eine Punktion einer anderen, wenn sie 
in bestimmter, gesetzmäfsiger Weise von dieser abhängt, so dafs 
jede Wertändemng der zweiten Gröfse eine Wertänderung der ersten 



12) Den hier erwähnten Verhältnissen hat man besondere Namen 
beigelegt : 

Das Verhältnis des Abschnittes zur Hauptkante heifst die Tangente 
des Kantenwinkels a. 

Das Verhältnis des Abschnittes zur Kaute heifst der Sinus des 
Kanteuwinkels a. 

Das Verhältnis der Hauptkante zur Kante heifst der Cosinus des 
Kantenwinkels «. 

Das Verhältnis des Hanptkante zum Abschnitte heifst dieCotangente 
des Kantenwinkels «. 
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§ 47. 
Proportionen am Kreise. 

1) Lehrsatz: Schoeiden sieh zwei Linien innerhalb eines 
Kreises , so ist das Rechteck aus den Abschnitten der einen Sehne 
gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der anderen Sehne, 

Verbindet man paarweise die Endpunkte der Sehnen , so erliült 
man ähnliehe Scheiteldreiecke. (Fig. 210.) 

2) Lehrsatz: Schneiden sich zwei Sekanten aufserhalb eines 
Kreises, so bildet die eine Sekante mit ihrem äufseren Abschnitte 
ein ebenso grofses Rechteck wie die andere Sekante mit ihrem 
äufseren Abschnitte. (Fig. 211.) 

Yerbindet man die Endpunkte der Sehnen kreuzweise, so erhält 
man zwei ähnliche Dreiecke mit einem gemeinsamen Winkel im Schnitt- 
punkte der Sekanten. 

3) Lehrsatz: Wird eine Tangente durch eine Sekante ge- 
schnitten, 80 ist das Quadrat des Tangentenabschnittes gleich dem 
Rechteck aus der Sekante und ihrem äufseren Abschnitte. (Fig. 212.} 

Verbindet man die Endpunkte der Sehne mit dem Berührungs- 
punkte der Tangente, so erhält man wiederum zwei ähnliche Dreiecke 
mit einem gemeinsamen Winkel. 

4) Zusammenfassung; Wenn Strahlen eines Punktes duich 
einen Kreis geschnitten werden, so ist das Rechteck aus den beiden 
Kanten, die auf einem Strahle liegen, für alle den Kieis treitenden 
Strahlen das gleiche. (Fig 21o i 

5) In anderer Form: Mit wachsender Neigung gegen den 
Mittelstrahl nimmt von den beiden Kanten, die auf einem Strahle 
liegen, die kleinere in demselben Verhältnis zu, in dem die gröfsere 
abnimmt. 

6) Erklärung: Man nennt das unveränderliche Rechteck aus 
den auf einem Strahle liegenden Kanten die Potenz des Punktes 
in Bezug auf den Kreis. 

7) Lehrsätze: 

a) Die Potenz eines anfseren Punktes ist gleich dem Quadrat 
der Tangente, die man von dem Punkte an den Kreis legen kann. 

b) Die Potenz eines inneren Punktes ist gleich dem Quadrat 
der Hälfte derjenigen Sehne, die in jenem Punkte halbiert wird. 

c) Die Potenz eines Punktes des Peripherie ist gleich Null. 
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d) Wenn zwei Kreise einander berühren , so haben alle Punkte 
der gemeinsamen Tangente gleiche Potenzen in Bezug auf beide 
Kreise. 

e) Wenn zwei Kreise einander schneiden, so haben alle Punkte 
der gemeinsamen Sehne (und ihrer Verlängerungen) gleiche Potenzen 
in Bezug auf beide Kreise. 

8) Lehrsatz: Wenn die Spitze eines Kegels auf einem Kreise liegt 
und seine Hauptkante durch den Mittelpunkt des letzteren geht, so ist 
das Rechteck aus den beiden Eauteu, die der Kreis und die Leitlinie 
auf einem Strahle abgrenzen, für alle Strahlen das gleiche. (Fig. 214.) 

Mit wachsendem Kantenwinkel nehmen also die Kanten im Kreise 
in demselben Verhältnis ab, in dem die Kanten des Kegels zunehmen. 

Ist ABC die Hauptkante, ADE eine Nebenkante , so geht durch 
BCDE ein Kreis, weil in dem Viereck die Gegenwinkel bei C und D 
fiechte sind. Nach dem Sekantensatze 2) raufs das Rechteck aus AD 
und AE ebenso grofs sein wie das Rechteck aus AB und AC. 



Elfter Abschnitt. 



Perspektivische Figuren. 

1} Erklärung: Zwei Figuren liegen perspektivisch, 

wenn jedem Punkte der einen Figur ein Punkt der anderen 

entspricht, und 

wenn die Verbindungslinien entsprechender Punkte sämtlich 

durch einen Punkt ( — den Augenpunkt — ) gehen. 

2) Eine besondere Art der Perspektive ergiebt sieh , wenn der 
Augenpunkt unendlich fern ist, wenn also die Verbindungslinie ent- 
sprechender Punkte parallel werden. (Parallelperspektive.) 

Man überzeugt sich leicht, dafs die folgenden Sätze auch für den 
besonderen Fall Geltung behalten. 

3) Lehrsatz: Wenn in zwei perspektivischen Dreiecken 
zwei Seitenpaare parallel sind, so sind es auch die dritten. 

(Fig. 215.) 
SA:SA, = SB:SB, = SC:SCi, also AC|| AiC,. 

4) Umkehrung: Sind die Seiten zweier Dreiecke parallel, so 
liegen die Dreiecke perspektivisch. 

5) Lehrsatz: Besitzen zwei perspektivische Dreiecke nur 
ein Paar paralleler Seiten, so Hegen die Schnittpunkte der beiden 
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anderen Paare entsprechender Seiten auf einer Geraden , die den 
ersten parallel ist. (Fig. 216.) 

Man konstruiert das zu ABC perspektivisch ähnliche Dreieck 
AjB,Ca. Dieses ist anch mit/SaC perspektivisch, und zwar nach dem 
Augenpunkt C,; da Dun « C ][ B i Cg und (S C || Aj Ca ist, so mufs 
aßW AiBi sein. 

6) Umkehrung: Zwei Dreiecke mit einem Paar paralleler 
Seiten sind perspektivisch, wenn die Schnittpunkte der beiden 
anderen Paare entsprechender Seiten auf einer Geraden liegen, die 
den ersten parallel ist. 

7) Lehrsatz: Die entsprechenden Seiten perspektivischer 
Dreiecke schneiden sich in drei Punkten, die auf einer Geraden 
liegen. (Fig. 217.) 

Schneideil sich A C und A, Cj in ß, B C und B, C, in « , so ziehe 
man von B und Bj die Parallelen zu uß und hestimme ihre Schnitt- 
punkte mit A C und A, C^ (D und D,). 

Dann sind nach 6) die Dreiecke C B D und C, B, Dj perspektivisch ; 
also auch die Dreiecke ABD und AiB,D,. Wendet man auf diese den 
Satz 5) an, so findet man, dafs sich AB und AiB, in einem Punkte y 
der Linie aß schneiden müssen. 

8) Umkehrung; Zwei Breiecke sind perspektivisch, wenn 
die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden liegen. 

9) Lehrsatz: Sind in zwei perspektivischen Vierecken drei 
Seitenpaare parallel, so sind auch die vierten Seiten und die ent- 
sprechenden Diagonalen parallel. (Fig. 218.) 

Zieht man zwei entsprechende Diagonalen , so müssen nach 3) 
zunächst diese und dann auch die vierten Seiten parallel sein. 

10) Lehrsatz; Schneiden sich in zwei perspektivischen Vier- 
ecken drei entsprechende Seitenpaare in drei Punkten einer Ge- 
raden, so liegen auch die Schnittpunkte der viei'ten Seite und je zweier 
entsprechenden Diagonalen auf derselben Geraden, (Fig. 219.) 

Man zieht wiederum zwei entsprechende Diagonalen und wendet 
zweimal den Lehrsatz 7) an. 

11) Lehrsatz: Liegen in zwei perspektivischen Trapezen die 
vier Grundlinien parallel, so sehneiden sich die übrigen ent- 
sprechenden Linien in vier Punkten einer Geraden, die den 
Grundlinien parallel ist. (Fig. 220.) 

Man zieht zwei entsprechende Diagonalen und wendet zweimal 
Lelirsatz 5) an. 

12) Lehrsatz; Wenn in zwei perspektivischen Vielecken alle 
von zwei entsprechenden Ecken ausgehenden Seiten und Diagonalen 
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paarweise parallel sind, so müssen auch die übrigen Seiten und 
Diagonalen parallel sein. (Die Vielecke sind also ähnlieh.) (Fig. 221.) 
Man hat Lehrsatz 3) wiederholt anzuwenden. 

13) Lehrsatz: Zwei Vielecke sind demnach ähnlieh, wenn sie 
durch die von entsprechenden Ecken ausgehenden Diagonalen in 
ähnliche Dreiecke zerlegt werden. 

14) Erklärung: Der Augenpunkt zweier ahnlichen Vielecke 
in perspektivischer Lage heifst auch ihr Ähnliehkeitspunkt. 

15) Erklärung: Der Ähnliehkeitspunkt heifst ein innerer 
oder ein äufserer, je nachdem er die Strecke zwischen zwei ent- 
sprechenden Punkten trennt oder nicht, 

16) Besitzen die Vielecke einen äufseren Ähnlichkeitspunkt, 
so sind ihre entsprechenden Seiten gleich gerichtet; besitzen sie 
einen inneren Punkt, so sind die entsprechenden Seiten ent- 
gegengesetzt gerichtet. 

17) Zwei ähnliche Vielecke können stets auf doppelte Weise 
in perspektivische Lage gebracht werden, 

18) Zwei Kreise können in jeder Lage als perspektivisch ähn- 
liche Figuren aufgefafst werden. 

19) Lehrsatz: a) Läfst man die Endpunkte paralleler gleich- 
gerichteter Radien einander entsprechen, so gehen die Verbindungs- 
linien entsprechender Funkte durch einen Punkt auf der Ver- 
längerung der Zentrale, durch den äufseren Ähnlichkeits- 
punkt. (Fig, 222a.) 

b) Läfst man die Endpunkte paralleler entgegengesetzt ge- 
richteter Radien einander entsprechen, so gehen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte durch einen Punkt der Zentrale, den 
inneren Ähnliehkeitspunkt. (Fig. 222b.) 

Die gleichschenkligen Dreiecke, die durch zwei Paare paralleler 
Radien and die dazu gehörigen Sehnen begrenzt weiden, müssen nach 
4) perspektivisch liegen, weil ihre Seiten paarweise parallel sind. 

20) Lehrsatz: a) Die beiden aufseien gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier Kreise gehen durch ihien aufseien Ähnliehkeits- 
punkt. (Fig. 223 a.) 

Weil sie die Endpunkte paralleler gleich gerichteter Radien 
verbinden. 

b) Die beiden inneren gemeinschaftlichen Tangenten zweier 
Kreise gehen durch ihren inneren Ähnliehkeitspunkt. (Fig. 223 b.) 

Weil sie die Endpunkte paralleler, entgegengesetzt gerichteter 
Radien verbinden. 
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21) Lehrsatz: a) Wenn zwei Kreise einander von aufsen 
berühren, so fällt der innere Ähnliehkeitspunkt in den Berührungs- 
punkt. (Fig. 224 a.} 

b) Wenn zwei Kreise einander von innen berühren, so fällt 
der äufsere Ähnlichkeitspunkt in den Berührungspunkt. (lig. 224b.) 

Man legt durch den Berührungspunkt eine Linie, die die Kreise in 
Ä und B schneidet, nnd zieht die Radien MA und NB. Dann erhält 
man bei A und B gleiche innere WecLselwinkel oder gleiche gemischte 
Gegenwinkel. 

22) Lehrsätze: a) Die drei äufseren Ähnlichkeitspunkte dreier 
Kreise liegen auf einer Geraden. {Fig. 225 a.) 

Die drei Mittelpunkte und die Endpunkte von drei parallelen 
gleichgerichteten Eadien bilden zwei Dreiecke in parallel-perspektivischer 
Lage; ihre entsprechenden Seiten mdssen sich also in drei Punkten 
einer Geraden schneiden. 

b) Zwei innere und ein äufserer Ähnlichkeitspunkt dreier 
Kreise liegen auf einer Geraden. (Fig. 225 b.) 

Die drei Mittelpunkte und die Endpunkte von drei parallelen 
Eadien, von denen zwei die gleiche, der dritte die entgegengesetzte 
Richtung haben, bilden zwei Dreiecke in parallel perspektivischer 
Lage; ihre entsprechenden Seiten müssen sich also in drei Punkten 
einer Geraden sehneiden. 



Zwölfter Abschnitt. 



Der goldene Schnitt. 

1) Erklärung: Eine Strecke wird durch einen (inneren) 
Punkt stetig geteilt, wenn der gröfsere Abschnitt die mittlere 
Proportionale zwischen dem kleineren Abschnitt und der ganzen 
Strecke ist, — wenn also das Quadrat des gröfseren Alischnittes 
ebenso grofs ist wie das Eechteek aus dem kleineren Abschnitte und 
der ganzen Strecke. 

Die stetige Teilung heifst auch der goldene oder göttliche 
Schnitt, Sectio avrea oder sedio divina. 

2) Unter besonderen Annahmen liefern die Lehrsätze 3) § 47 und 
4) § 45 stetig geteilte Strecken. 

a) Trägt man auf einer Tangente eines Kreises vom Berührungs- 
punkt ein Stück ab, das kleiner ist als der Durchmesser, so kann man 
durch seinen Endpunkt eine Sekante legen, deren Sehne gleich dem 
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Tangentenabachnitt« ist. (Die Konstruktion ist aus der Figur ersieht^ 
lieh,) Diese Sekante ist offenbar stetig geteilt, da der Tangenten- 
abschnitt, also hier die Sehne, die mittlere Proportionale zwischen der 
ganzen Sekante und ihrem äufseren Abschnitte ist. Diese Konstruktion 
vereinfacht sich, wenn der Tangentenabschnitt gleich dem Durchmesser 
ist; dann geht die stetig geteilte Sekante durch den Mittelpunkt des 
Kreises. (Fig. 226 a u. h.) 

b) Ist in einem rechtwinkligen Dreieck die Höhe gleich dem 
Unterschiede der beiden Hypotenusenabsehnitte , so wird der gröfsere 
derselben dadurch stetig geteilt, dafs man auf ihm die Höhe abträgt. 

{Fig. 227.) 

(Der Mittelpunkt des Umkreises fällt in die Mitte des gröfseren 
Abschnittes der stetig geteilten Strecke.) 

3) Aufgabe: Eine stetig geteilte Strecke , zu linden, deren 
gröfserer Abschnitt von gegebener Länge ist. 

Erste Konstruktion nach 2a), (Fig. 228a.) 

zweite Konstruktion nach 2 b). (Fig. 228 b.) 

4) Lehrsatz: 

a) Verlängert man eine stetig geteilte Strecke um ihren 
gröfseren Absdinitt, so ist auch die verlängerte Strecke stetig 
geteilt. 

b) Trägt man den kleineren Abschnitt einer stetig geteilten 
Strecke auf dem gröfseren ab, so ist auch dieser stetig 
geteilt. (Fig. 229.) 

Es sei AE = AB und ED = BC. 

a) Ist BA stetig geteilt, also (BC)^ =• B A-CA, d. h, das Quadrat 
FGJH = dem Rechteck CAEG, so ist auch das Quadrat BAEF = 
dem Rechteck BCJH, d. h. (AE)^ = AD-ED; AD also ebenfalls 
stetig geteilt. 

b) Ist AD stetig geteilt, also (AD)^ = AD-ED, d. h. das Quadrat 
AEBF= dem Rechteck BCHJ, so ist auch das Quadrat FGHJ = 
dem Rechteck ACGE, d. h. (BC)^ = B A-C A; BA also ebenfalls 
stetig geteilt. 

5) Aufgabe: Eine stetig geteilte Stecke zu linden, deren 
kleinerer Abschnitt von gegebener Länge ist. (Fig. 230 au. b.) 

6) Aufgabe: Eine gegebene Strecke stetig zu teilen. 

(Fig. 231 a u. b.) 
Anmerkung: Diese Aufgabe hat nur eine Lösung; könnte man 
nämlich die stetige Teilung der Strecke AB sowohl durch den Punkt C 
als auch durch C] bewirken, so müfste 

das Quadrat BCJG = dem Rechteck ACFD und 
das Quadrat BCiKH^dem Rechteck AC^ED sein; das ist 
aber unmöglich. (Fig. 233.) 
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§ 50. 

Das regelmäf sige Fünfeck und das regelmäf sige Zehneok . 

1) Erklärung: Ein Vieleck heifst regelmäfsig, wenu es 
gleiche Seiten und gleiche Winkel besitzt. 

2) Lehrsatz: Zwei Diagonalen eines regelmäfsigen Fünfecks 
(die keinen Endpunkt gemein Iiaben) teilen einander stetig und 
zwar 80, dafs ihre gröfseren Abschnitte der Fünfecksseite gleich 
werden. 

a) Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ABF und ABC folgt die 
Proportion 

AF : AB = AB : AC oder 
AF : FC = FC : AC. 
h) Man kann auch die Ähnlichkeit der Dreiecke BFC und BCE 
zum Beweise heranziehen. (Fig. 233.) 

3) Lehrsatz: Zwei Seiten eines regelmäfsigen Ftinfecks (die 
keinen Endpunkt gemein haben) teilen einander stetig und zwar so, 
dafs die gröfseren Abschnitte der Fünfecksdiagonale gleich werden. 

Folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ECD und EGC. — Dieser 
Satz bestätigt die Richtigkeit von 4) § i9. (Fig. 233.) 

Die Betraclitung des Dreiecks ABC (Fig. 233) ergiebt den 

4) Lehrsatz: Wenn in einem gleichschenkligen Dreieck die 
Basiswinkel 36 *> betragen, so ist jeder Sehenkel gleich dem gröfseren 
Abschnitt der stetig geteilten Basis. 

Zum Beweise trägt man den Basiswinkel nochmals an einen 
Schenkel an. {Fig. 234.) 

Die Betrachtung des Dreiecks E B C liefert den 

5) Lehrsatz: Wenn in einem gleichschenkligen Dreieck der 
Winkel an der Spitze 36 <* beträgt, so ist die Basis gleich dem 
gröfseren Abschnitt des stetig geteilten Schenkels, (Fig. 235.) 

Zum Beweise halbiert man einen Basiswinkel. 

6) Umkehrung von 5): Ist die Basis eines gleichschenkligen 
Dreiecks gleich dem gröfseren Abschnitt des stetig geteilten Sehen- 
kels, so beträgt der Winkel an der Spitze 36*. 

Man vergleicht das gegebene Dreieck mit einem anderen, das die 
gleichen Sehenkel und an der Spitze einen Winkel von 36'* besitzt. 
Dann müssen beide Dreiecke auch in den Grundlinien ühereinstimmen, 
da eine Strecke nur auf eine Art stetig geteilt werden kann. 

In gleicher Weise wird die Umkehning von 4) bewiesen. 
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7) Aufgabe: Ein regelmäfsiges Fünfeck zu konstruieren, 

a) wenn eine Seite gegeben ist, 

b) wenn eine Diagonale gegeben ist. 

a) Man löst die Aufgabe 3) des vorigen Paragraphen, dann ist die 
ganze Strecke die Diagonale des gesachten Fünfecks. (Fig. 236».) 

b) Man löst die Aufgabe 6) des vorigen Paragraphen, dann ist der 
gröfsere Abschnitt die Seite des gesuchten Fünfecks, (Fig. 236b.) 

Aus Seite und Diagonale ist aber das Fünfeck leicht zu kon- 
struieren. 

8) Lehrsatz: Die Seite eines regelmäfsigen Zehnecks ist 
gleich dem gröfseren der Abschnitte, in die der Radius seines Um- 
kreises durch stetige Teilung zerlegt wird. (Fig. 237.) 

Verbindet man nämlich den Mittelpunkt mit zwei aufeinander- 
folgenden Ecken des Zehnecks, so entsteht ein gleichschenkliges Dreieck 
mit einem Winkel von 36" an der Spitze. 

9) Aufgabe: In einen gegebenen Kreis ein regelmäfsiges 
Zehneck zu konstruieren. (Fig. 238.) 

Man teilt den Radius stetig; der gröfsere Abschnitt ist die Seite 
des gesuchten Zehnecks. 

10) Aufgabe: Ein regelmäfsiges Zehneck zu konstruieren, 
wenn die Seite gegeben ist. (Fig. 239.) 

Man löst die Aufgabe 3) § 49 ; die ganze Strecke ist der Radios 
des Umkreises. 

Von den Beziehungen eines regelmäfsigen Vielecks zu seinem Um- 
kreise handelt ausfülirlich Abschnitt XVII. 



Dreizehnter Abschnitt. 

§ 51. 
Proportionen zwischen Flächen und Strecken. 

1) Rechtecke von gleichen Grundlinien (Höhen) verhalten sieh 
wie ihre Höhen (Grundlinien). 

2) Folgerungen: 

Parallelogramme von gleichen Grundlinien verhalten sich wie 
ihre Höhen, 

Parallelogramme von gleichen Höhen verhalten sich wie ihre 
Grundlinien, 

Dreiecke von gleichen Grundlinien verhalten sieh wie ihre Höhen, 

Dreiecke von gleichen Höhen verhalten sich wie ihre Grundlinien. 
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3) Lehrsatz: Die Katheteuquadrate eines rechtwinkligen 
Dreiecks verhalten sich wie die anstofsenden Hypotenusenabschnitte. 

(Fig. 240.) 
Sie sind nämlich ebenso grofs wie die Rechtecke, die diese Ab- 
BClinitte zu Grundlinien und die Hypotenuse zur Höhe haben. 

4) Aufgabe: Das Verhältnis zweier Quadrate durch das Ver- 
hältnis zweier Streckeu auszudrücken. (Fig. 240.) 

5} Aufgabe: Das Verhältnis zweier Rechtecke durch das 
Verhältnis zweier Streckeu auszudrücken. (Fig, 241.) 

Man verfährt, wie aus der Figur ersichtlich, und erhält 
Ri:Ra= CD: BD. 

An Stelle der Rechtecke kann man nämlich die Parallelogramme 
AFCH und AFGB setzen, die sich wie ihre Höhen CK und BJ 
verhalten. 

Wegen der Ähnlichkeit von BJD und CKD ist aber CK : BJ 
= CD :BD. 

6) Lehrsatz: Ähnliche Rechtecke verhalten sich wie die 
Quadrate über entsprechenden Seiten. (Fig. 242.) 

Sind die Rechtecke älinlieb , so besteht die Proportion g] : ga = 
hj : ha, mithin ist A ABC --o EAF und FAj.BC. Die beiden 
Rechtecke verhalten sich wie CD : BD und ebenso verhalten sich nach 3) 
die Quadrate über AC und AB. 

7) Aufgabe: Das Verhältnis zweier Dreiecke durch das Ver- 
hältnis zweier Strecken auszudrücken. (Fig. 243.) 

Da jedes Dreieck halb so grofs ist wie ein Rechteck von gleicher 
Höhe und gleicher Grundlinie , so verfälirt man genau wie oben. Sind 
die Dreiecke ähnlieh und stofsen zwei entsprechende Seiten in A unter 
einem rechten Winkel aneinander, so ist auch hier gi ; ga ^ h^ : hj, 
AABC~AEF und AFlBC. 

8) Lehrsatz: Ähnliche Dreiecke verhalten sich wie die 
Quadrate über entsprechenden Seiten. 

9) Lehrsatz: Ähnliche Vielecke verhalten sieh wie die 
Quadrate über entsprechenden Seiten. (Fig. 244.) 

Man kann nämlich die Vielecke unter Beibehaltung zweier ent- 
sprechenden Seiten in ähnliche Dreiecke verwandeln. 

10} Lehrsatz: Zwei Kreise verhalten sich wie die Quadrate 
ihrer Durchmesser oder ihrer Radien. 

H) Lehrsatz: Zeichnet man über den Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks drei ähnliche Polygone , so dafs die Dreiecks- 
seiten entsprechende Vielecksseiten werden, dann ist das Hypotenusen- 
vieleck gleich der Summe der Kathetenvielecke. 
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Denn sie verhalten sich ebenso wie die Quadrate über den Seiten 
des rechtwinkligen Dreiecks. 

In dem besonderen Falle, dafs auf den Seiten Dreiecke stehen, die 
den ursprünglichen ähnlich sind, ist dieser Sata leicht anschaulich au 
beweisen. (Fig. 245.) 

12) Lehrsatz: Zeichnet man llher den Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks drei Halbkreise, und zwar über der Hypotenuse 
den Halbkreis, der durch den Scheitel des rechten Winkels geht, 
so entstehen zwei Mondsicheln, die genau so viel Fläche haben, wie 
das rechtwinklige Dreieck selbst. (Fig. 246.) 

Lälst man die beiden Kreisabschnitte , die sich über den Katheten 
befinden, sowohl von dem Hypotenusenhalbkreise als von den Katheten- 
halbkreisen fort, so bleibt einerseits das Dreieck, andererseits die beiden 
Mondsicheln übrig. 
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TEIL II. 

RECHNENDE PLANIMETRIE. 



Vierzehnter Abschnitt. 



Das Verhältnis zweier kommensurablen Gröfsen. 

1) Es sollen zwei Strecken a und b mit einander verglichen werden. 
Man trägt anf einer Geraden von einem Punkte o aus nach einer Rich- 
tung die Strecke a hintereinander ununterbrochen ab und verfährt in 
gleicher Weise mit der Strecke b. 

Dadurch erhält man auf der Geraden zwei Eeihen von unendlich 
vielen Punkten, Diese Reuen können entweder gemeinsame Punkte 
besitzen oder, von dem gemeinsamen Nullpunkte abgesehen, völlig 
getrennt liegen. 

Im ersten Falle heifsen die Strecken a und b kommensurabel, 
im zweiten Falle inkommensurabel. 

2) Findet ein Zusammenfallen das erste Mal beim v'*" Punkte 
der a-Keihe und dem ^u*"" Punkte der b- Reihe statt, so ist i'-a=; 
ii(-b = einer Strecke p; das Zusammenfallen von Punkten wiederholt 
sich dann in der Enfernung 2p, 3p, ip.... vom Nullpunkte. 
Zwischen diesen Doppelpunkten kann es keinen andern geben, denn 
sonst müfste zwischen dem Kulipunkte und dem ersten Doppelpunkte 
noch ein weiterer liegen, was gegen die Voraussetzung waie. 

3) Der fi*" Teil der Strecke a ist ^cmal m p enthalten; ebenso 
oft ist aber der v*« Teil von b in p enthalten, tolgüch ist 

— — = — =^ einer Strecke q, 
1^ " 

4) Man nennt eine Strecke ein gemeinschaftliches Mafs 
zweier anderen, wenn sie ein voller (ganzzahliger) Teil beider ist. 
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5) In unserem Falle besitzen also die Strecken a und b ein 
gemeinschaftliches Mafs q, und deshalb heifsen sie kommensurable 
Strecken. 

6) q ist das grölste gemeinschaftliche Mafs von a und b; 
— , -^, ■ ■ ■ ■ — — ■ sind ebenfalls gemeinschaftliche Mafse. 

7) Den Bmeli — nennt man den Zahlenwert des Verhält- 
nisses von a zu b, und man sagt : averhält sich zu b wie ^ zu >■ 
und schreibt: a : h ^ n : y. 

8) Zusammenfassung: Zwei Strecken a und b ver- 
balten sich wie zwei Zahlen ;i und v 

a : b = /( : 1-, 
wenn es ein Mafs giebt, das /«mal in a und "■mal in b enthalten ist, 
oder wenn der ,11*^ Teil von a gleich dem 1''^'=" Teil von b ist, 
oder wenn das i- fache von a gleich dem fifachen von b ist. 

9) Ebenso sind 

zwei Bogen eines Kreises, 

zwei Winkel oder 

zwei Flächen 
kommensurabel und besitzen ein Zahlenverhältnis fi : y, wenn der 
/*'" Teil der einen Gröfse gleich dem >'*'"' Teil der andern ist u. s. f. 

10) Bringt man mehrere gleichartige Gröfsen in Beziehung zu 
einer bestimmten Gröfse der gleichen Art, so nennt man die letztere 

die Mafseinheit E; den Zahlenwert (~) des Verhältnisses 

einer Gröfse a zu dieser Mafseinheit nennt man „die Mafs zahl 
von a bezogen auf E". 

11) Die gebräuchlichste Längeneinheit ist das Meter (m), eine 
Strecke, die ungefähr 40 000 000 mal im Erdumfange enthalten ist. 

Die gebräuchlichste Bogeneinheit ist der Bogengrad, der 360. 
Teil des Kreisumfanges, 

Die gebräuchlichste Winkeleinheit ist der Winkelgrad, der 90. 
Teil eines rechten Winkels. 

Die gebräuchlichste Flächeneinheit ist das Quadratmeter (qm), 
das Quadrat, dessen Seite die Längeneinheit (m) ist. 

Teile und Vielfache dieser Einheiten sind: 

1) km, hm. Dm, dm, cm, mm, 

2) die Bogenminute, der 60. Teil eines Grades, 
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die Bogensekunde, der 60. Teil einer Minute, 
die- Wiükelminute, der 60. Teil eines Grades, 
die Winkelsekunde, der 60. Teil einer Minute. 
3) qkm, ha, a, qdm, qem, qmm. 

12) Lehrsatz: "Wenn man die Malszalilen zweier Gröfsen a und b 
in Bezug auf ein und dieselbe Einheit e hestimmen kann, so kann man 
auch das Verhältnis von a zu b in Zahlen ausdrücken. 

[Kurz: Zwei Grölsen (a u. b), die mit einer dritten (e) kommen- 
snrabel sind, sind selbst kommensurabel.] 

Es sei — die Mit zall \ ra i 1 ez ^en ut c 



dann giebt es ein Mafs \ dia m mal in a und p mal in e enthilten ibt 
femer ein Mafs y, das n mal m b nnd q mal m e enthalten ist 

Der ii^''-Teil von x 1 Zj = — \ 1 ist m i mal in a und p j niil m e 

entlialten ; der p** Teil \ on i I z, = — i I i t 1 1 i al in l und p i mal 

in e enthalten. Da nun Zj m e elenso oft enthalten ist wie z^ so mufs 
Zj = zg (^^ z) sein ; die beiden Strecken a und b besitzen also ein Mafs z 
das mq-mal in a und np mal in b enthalten ist 
a . b = mq . np. 

4) In 1) ist nachgewiesen worden, dafs inkommensurable 
Strecken denkbar (möglich) sind ; es bleibt zu zeigen , dafs es solche 
Strecken wirklich giebt. 

Lehrsatz: Die Abschnitte einer stetig geteilten 
Strecke sind inkommensurabel. 

Trägt man auf dem gröfseren Abschnitt den kleineren ab, so erhält 
man eine zweite, stetig geteilte Strecke; aus dieser geht in gleicher 
Weise eine dritte, aus dieser wiederum eine vierte Strecke u. s, f. 
hervor. 

Die Anzahl dieser Strecken ist offenbar unbegrenzt und ilire Länge 
schliefslich unendlich klein. 

Hätten nun die Abschnitte von I ein gemeinschaftliches Mafs m, 
so müfste es auch die Teile von 11, von III u, s. f. messen. Das ist 
aber nicht mÖgUch, da die stetig geteilten Strecken selbst schliefslich 
kleiner als das Mafs m werden müssen. 

§ 53. 
Das Verhältnis inkommensurabler Gröfsen. 

1) Zwei inkommensurable Gröfsen besitzen kein w irkliches 
(rationales) Zahlenverhältnis, da es keinen ganzzahligen Teil der 
einen giebt, der ganz in der andern enthalten wäre; man legt ihnen 
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aber eiu gedachtes (irrationales) Zahlenverhältnis bei, 
Gröfse sich durch Näherungswerte bestimmen lasse. 

2) Zu diesem Zwecke hat man zwei rationale Zahlen a 
zwischen denen die gedachte Zahl liegen soll; die kleinere Zahl heifst 
der untere Näherungswert, die gröfsere Zahl der obere 
Näherungswert der irrationalen Zahl. 

Je weniger sich die beiden rationalen Zahlen voneinander 
unterscheiden, desto besser ist der Wert des irrationalen Ver- 
hältnisses bestimmt. 

Als völlig gesichert gilt die Wertbestimmung der irrationalen 
Zahl, wenn man ein Verfahren kennt, das Näherungswerte von beliebig 
kleinen UnterscMeden anzugeben gestattet, wenn man also beispielsweise 
Näherungswerte angeben kann die um weniger als j^Vtt O'^^'' iooÖoqo » 
oder um weniger als eme gegebene , wenn auch noch so kleine Zahl ä 
voneinander verschieden sind 

3) Sind a und b zwei inkommensurable Strecken, so sucht man 
zuerst eine Strecke a,, die um Wemges kleiner ist als a, die aber mit 
b ein Mafs gemein hat , dann suiht man eine Strecke a^, die um 
Weniges gröfser ist als a, die aber ebenfalls mit b ein Mafs 
gemein hat. 

Das Verhältnis von aj b ist ein unterer Näherungswert für 
das irrationale Verhältnis von a : b ; das Verhältnis von a* : b ist ein 
oberer Näherungswert desselben. 

Es ist leicht , Strecken aj und a^ zu finden , die den angeführten 
Bedingungen genügen. Man braucht b nur in sehr viele, etwa in 1000 
oder 10 000 gleiche Teile zu zerlegen und diesen Bruchteil von b auf a von 
einem Endpunkte A nacheinander so oft abzutragen, bis man den zweiten 
Bndpunkt B nahezu erreicht oder gerade überschritten hat. Der End- 
punkt von ai ist der letzte Teilpunkt vor B, der Endpunkt von a^ der 
erste Teilpunkt hinter B. 

4) Das üblichste Verfahren, um Näherungswerte von beliebig kleinen 
Unterschieden zu erhalten, ist das Dezimalbruch-Verfahren. 

Man denkt sich in der in § 52, 1) ausgeführten Weise die Strecken 
a und b auf einer Geraden von einem gemeinsamen Endpunkte wieder- 
holt abgetragen und in den so erhaltenen Pnnktreiken einerseits die 
Endpunkte von la, 10a, 100a, 1000a , andererseits die- 
jenigen Punkte der b-Eeihe, die diesen am nächsten liegen, hervor- 
gehoben. 

Liegen vor den markierten Punkten der a-Keihe die Endpunkte 

von ■'ob, Vi b, v^h, 

und hinter denselben die Endpunkte von 

K4. l)b, (ri-M)b, (^i + l)b, , 

so stellen die (I)ezimaI-)BrUche 

i ' 10 ' 100 ' ' 1000 

die unteren Näherungswerte für das irrationale Verhältnis dar, 
während 
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"0+1 -1+ 1 ^2 + 1 ^- 3+ 1 

-1 ' 10 ' 100 ' 1000 ' 

die oberen Näherungswerte sind. 

Es läfat sich nachweisen, dafs jeder Bruch der ersten Eeihe min- 
destens ebenso grofs ist, wie der Brach, der ihm vorausgeht, im all- 
gemeinen ihn aber übertriift. In der zweiten Reihe ist jeder Bruch 
höchstens so grofs wie der vorhergehende, im allgemeinen kleiner. 

5) Das beste Verfahren, um den Wert eines irrationalen Verhält- 
nisses festzulegen, ist das sogenannte Kettenbruchverfahren. 

Man hebt in den erwähnten PunktreiSien diejenigen Stellen her- 
vor, in denen zweiPunkte beiderEeihen einen kleineren 
Abstand haben, als an irgend einer Stelle zuvor. Wird 
dieser Abstand dtu-ch die Endpunkte von i-a und fth begrenzt, so ist 

— ein oberer oder ein unterer Näherungswert, je nachdem fa kleiner 
oder gröfser als /tb ist. 

Für diese Hauptnäherungswerte gelten folgende merkwürdige Sätze: 

a) Auf eine Stelle, die einen unteren Wert liefert, folgt immer 
eine Stelie, die einen oberen Wert liefert, dann wiederum eine 
Stelle mit einem unteren Werte u. s. w. 

b) Ist — einer dieser Hauptnäherungswerte , so giebt es keinen 
besseren Näherungswert, dessen Nenner kleiner als y wäre. 

6) Die vorstehenden Auseinandersetzungen sollen das "Wesen von 
Methoden erklären und — soweit dies überhaupt möglich ^ geometrisch 
veranschaulichen, die eigentlich algebraischer Natur sind. — Durch 
wirkliches wiederholtes Abtragen zweier gegebenen Strecken auf einer 
Geraden kann man aber für das Verhältnis derselben nur sehr wenige 
Näherungswerte mit hinreichender Sicherheit bestimmen, weil die Hülfs- 
mittel, deren wir uns beim Zeichnen bedienen, za unvollkommen sind, 
und weil schliefsüch auch unser Auge versagt. Nur durch Rechnung 
kann man zu Näherungswerten von beliebig kleinen Unterschieden 



7) Bei den Aufgaben der rechnenden Geometrie macht es einen 
wesentlichen Unterschied , ob man nur die Mafszahlen von Strecken 
(und Flächen) allein, oder ob man auch die Mafszahlen von Winkeln in 
Betracht zieht. 

8) Die Konstruktionen, die allein mit Hülfe von Zirkel und Lineal 
ausgeführt werden, können, auch wenn man von kommensurablen 
Strecken ausgeht, auf Strecken führen, die zu diesen in irrationalen 
Verhältnissen stehen. 

Es hat sich aber gezeigt, dafs dabei nur eine bestimmte Art 
von irrationalen Zahlen in Betracht kommt, nämlich diejenigen 
Zahlen, deren Näherungswerte durch das Verfahren des „Quadrat- 
wnrzelziehens" berechnet werden können. 
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9} In der Algeliiit vei'^teht man unter det (Juadi atwurzel einer 
Zahl a. diejenige Zahl, die mit sich selbst multipliziert a ergiebt. 

In der recimCEden Geometne wiid deshalb vermittelst der Quadrat- 
wurzel die Aufgabe gelost, aus dei FUchenzahl eines Quadrats die 
Mafszahl seiner Seite zu beiechnen 

10) Auf diese Fundamentalaufsabe gehen die meisten Aufgaben der 
rechnenden Geometrie zurück 

Deshalb zählen alle Lehrsätze, auf Ginnd deren man zu den Flächen- 
zahlen von Quadraten oder von Flächen, die man in Quadrate ver- 
wandeln kann, gelangt, zu den Grundlagen der rechnenden Geometrie. 

Unter diesen ist in erster Reihe der pythagoreische Lehrsatz 
zu nennen ; von ihm geht jede rechnerische Behandlung der Geometrie 
aus ; darin liegt seine grofse Bedeutung und Wichtigkeit, 

Aufserdem sind noch die Sätze über die mittlere Proportionale 
zweier Strecken hervorzuheben. 

11) Sollen neben den Mafszahlen von Strecken und Flächen auch 
noch die Mafszahlen von "Winkeln in Betracht gezogen werden, so lassen 
sich die auftretenden Verhältnisse nicht mehr mit den'Hülfsmitteln der 
elementaren Algebra berechnen. 

Diese Aufgaben behandelt der Teil der Geometrie, den man mit 
den Namen Trigonometrie bezeichnet. 



Fünfzehnter Abschnitt. 

§ 54. 
Die Mafszahlen geradlinig begrenzter Flächen. 

1) Die Mafszahlen der Flächen beziehen sich hier auf das Quadrat 
(qm) als Flächeneinheit, dessen Seite gleich der Einheit (m) ist, in der 
die Längen gemessen sind. 

Von den zur Berechnung verwandten Strecken wird zunächst voraus- 
gesetzt, dafs sie mit der Längeneinheit kommensurabel sind. 

2) Man findet die Mafszahl eines Quadrates, indem man die 
Mafszahl seiner Seite a mit sich selbst multipliziert. 

Formel: Q ^ a^ qm, 
{wenn die Seite ^ a m ist). 

3) Man findet die Mafszahl eines Eechtecks R, indem man die 
Mafszahlen zweier anstofsenden Seiten a und b miteinander 
multipliziert. 

Formel: E^ab qm, 
{wenn die Seiten a m und b m lang sind). 
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a, h imd m sollen ein gemeinschaftliches Mafs besitzen, 
a, h-mal in b und k-mal in ni enthalten ist, so dafs also 



Man teilt die beiden a- Seiten des Rechtecks in g gleiche Teile, die 
beiden b-8eiten des Rechtecks in h gleiche Teile, die vier Seiten des 
Einheitsquadrats E (qm) in k gleiche Teile und verbindet die gegen- 
ftberliegenden Teilpunkte. Dann zerfällt R in gh kongruente Quadrate Q 
und das Quadrat E (qm) in kk Quadrate, die ebenfalls Q kongruent 
sind. Man hat also R ^ gk-Q, 

E = k^ - Q, 






_gh 



4) Man findet die Mafszahl eines Parallelogramms, indem man 
die Mafszalilen einer Seite und der zugehörigen Höhe miteinander 
multipliziert. 

Formel: P == gh qm, 
(wenn eine Grundlinie = g m und die zugeliörige Höhe = hm ist.) 
Ein Parallelogramm ist gleich einem ßecht«ck von gleicher Grund- 
linie und gleicher Höhe. 

5) Man findet die Mafszahl eines Dreiecks, indem man die 

Mafszahl einer Seite (einer Grundlinie) mit der halten Mafszahl der 

zugehörigen Höhe multipliziert. 

eh 
Formel: D = -^- qm, 

(wenn eine Grundlinie ^ g m und die zugehörige Höhe ^ h m ist.) 
Das Dreieck ist gleich einem Rechteck von gleicher Höhe und 
halber Grundlinie. 

6) Man findet die Mafszahl eines Trapezes, indem man die 
Summe der Mafszahlen seiner parallelen Grundlinien mit der halben 
Mafszahl der Höhe multipliziert. 

Formel: T = iO+JlA ,„, 

(wenn die eine Grundlinie =; G m, die andere ^ g m, die zugehörige 
Höhe = h m ist.) 

Das Trapez ist gleich einem Dreieck von gleicher Höhe , dessen 
Grundlinie gleich der Summe der Trapezgrundlinien ist. 
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7) Wenn die in den vorstehenden Formeln vorkommenden Strecken 
kein gemeinschaftliches Mafs mit der Längeneinheit besitzen, so henützt 
man die Formeln, um die Mafszahlen von Flächen zu berechnen, die 
den gegebenen annähernd gleich sind, d. h. um Näherungswerte für 
ihre irrationalen Verhältnisse zu bestimmen. 

TeUt man (vgl. § 53, 3) die Längeneinheit m in sehr viele (1000, 
10000- -k*-) sehr kleine Teile q und trägt q etwa auf den Seiten a 
und i) eines Rechtecks ab, so werden sich schliefslich Reste ergeben, 
die sehr klein sind, weil sie noch nicht die Grölse von q erreichen, 

Ist q in a wohl g-mal, aber nicht (g -|- l)-mal enthalten und 
q „ b „ h-mal, „ „ (h + l)-mal „ , so ist 
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Rechtecks, das 


, um 


Weniges kleiner 


istalsRund «1' . ^+1 


die 


Malszahl ■ 


eines 


Rechtecks , 


das 


um Weniges gröfser ist als E. 












-|- ■— ist also ein untere 


r K 


ähernngi 


iwei 


■t 




»d ^x' ■ "f ™ »"« 


rer 


■ Käheri 


ings 


■ wert für 


die 


irrationale Mafszahl von R. 













§ 55. 
Die Proportion. 

1) Lehrsatz: Besitzen in einer Proportion (a b c d) die 
Glieder a und b ein Zahlenverhältnis (a. :h = f^ : y), so haben e 
und d das gleiche Zahlenverhältnis. 

Besitzen a und c ein Zalilenverhältnis, so müssen b und d das 
gleiche Zahlenverhältnis haben. 

Beweis: Voraussetzung ist, dafs das Rechteck aus a und d dem 
Rechteck aus b und c gleich ist. 

Ist nun a : b ^ ,M : V, so teilt man die 

Strecken a und c in jt gleiche Teile 
h „ d „ ^ 

Dann müssen die Teile von a und b gleich sein, also etwa jeder 
= X ; die Teile von c seien ^ y und die von d ^ z. Bildet man 
nun die Rechtecke aus den äufseren und den inneren Gliedern und zer- 
legt sie durch die Verbindungslinie gegenüberliegender Teilpunkte, so 
zerfällt jedes in fi-i/ kleine Rechtecke, die nur dann gleich sein können, 
wenn z ^ j ist. 

2) Wenn die Streckenpaare a, b und c, d kommensurabel sind, so 
können die Paare a , c und b , d doch inkommensurabel sein und 
brauchen kein rationales Zahleiiverhältnie zu besitzen. 
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3) Besitzen die Glieder a und b kein rationales Zahlenverkältnis, 
so können (nach 1) auch c und d nicht kommensurabel sein (hingegen 
ist dies für die Streckenpaare a, c und b, d nicht ausgeschlossen). 

4) Lehrsatz: Ist das Verhältnis von a zu b irrational nnd 
— ein unterer (oberer) Näherungswert desselben , so hat dieser Bruch 
die gleiche Bedeutung für das Verhältnis von c zu d. 

Beweis: Man teilt wieder a und c in ;U gleiche Teile, b und d 
in y gleiche Teile und verbindet die gegenüberliegenden Teilpunkte; 
dann zerfällt das Rechteck ad in ^<v Rechtecke Tj und bc in /iv 
Rechtecke rg, die sämtlich einander gleich sein müssen, weil nach 
ad = bc ist. 



Da nun — nur annähernd das Verhältnis von a : b angiebt , so 

sind die Teile von b gröfser (kleiner) als die Teile von a. Dann kann 
aber rj nur = i^ sein, wenn die Teile von c kleiner (gröfser) sind als 
die Teile von d. 



Sechzehnter Abschnitt. 

Berechnung verschiedener Stücke eines Dreiecks 
aus den Mafszahlen seiner Seiten. 

§ 56. 
Vom rechtwinkligen Dreieck. 

1) Erklärung: Reehtwinküge Dreiecke, deren Seiten ein ge- 
meinschaftliches Mafs besitzen , lielfsen pythagoreische 
Dreiecke. 

Die folgenden Beispiele beziehen sich durchweg auf Dreiecke 
dieser Art. 

2) Aufgabe: Aus den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 
die Hypotenuse zu berechnen. 

Formel: c= Va* + b^. 
Beispiele: 1), 2), 3), 4), 5), 6). 

a = 4, 7, 9, 36, 65, 88 
b = 3, 24, 40, 77, 72, 105. 

3) Aufgabe: Aus der Hypotenuse und einer Kathete die 
andere zu berechnen. 

Formel: b = Ve^ — a'^ = V(e -i- a) (c — a). 



Hosted by 



Google 



Beispiele: 1), 
a= 5, 
c= 13, 



75 

3), 
13; 
85; 



= 101, 



5),' 
60, 
109, 



4) Aufgabe; Aus den Selten eines rechtwinkligen Dreiecks den 
Inlialt, die durch die Höhe erzeugten Hypotenusenabschnitte (p u. q) 
und die Hypotenusenhöhe selbst zu berechnen, 
ab 



Formeln: 



I = - 



h = 
iele: 1), 



q = -f- (vgl. § i^. 3); 
-ü (h=-^; h' = p-q- (ygl. § 42, 4). 



ab 



2), 3), 4), 5), 6) 
a = 15, 2,4, 0,6, 0,96, 0,352, 10,5; 
b = 20, 3,2, 0,8, 0,28, 0,936, 5,6. 
5) Aufgabe; Ans den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks 
den Radius des Umkreises und den des Inkreises zu berechnen. 

(Fig. 247.) 



Formeln 


^ 2 ' 

a-hb- 


„ 


A 

y 

c 

ke: 

10, 
9, 
4, 
8, 
1, 
12, 
16, 


f^ 






^ 2 


= a-l-b 
b 
b — e 






p + X = a, 
P -1- y = b, 


\ 




2p + (x + y) 
2e + c=a + 
a + 


A 


Beispiel 

1), 2), 

= 16, 48, 

= 75, 73, 

6) Tafel 

a, 

1) 20, 

2) 12, 
S) 28, 
i) 56, 

5) 13, 

6) 16, 

7) 48, 


3), 4), 

1, 3, 

12,48, 12,32, 

pythagoreisch 

b, C, 

21, 29, 
35, 37, 
45, 53, 
33, 65, 
84, 85 , 
63, 65 , 
55, 73, 


5), 6) 

7, 9, 

11,52 10,88 

er Dreiee 

8) 11, 

9) 13, 

10) 1,4, 

11) 10,12, 

12) 12,92, 

13) 11,88, 

14) 3,48, 


K 


v\ 


6> 
4, 
6, 
4, 


g. 247. 

14,92, 
15,88, 
5, 
13, 
13, 
17, 
17. 
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Vom schiefvrmkligen Dreieck. 

A. Die Projektionen einer Dreieckseite auf eine 
andere. 

1) Erklärung: Unter der Projektion einer Strecke auf 
eine Gerade verstellt man den Abstand der beiden Senkrechten, die 
man von den Endpunkten der Strecke auf die Gerade fällt. 

Fällt ein Endpunkt der Strecke in die Gerade, so reicht die 
Projektion von diesem bis an den Fufspunkt der Senkrechten, die 
von dem andern Endpunkte ausgelit. 

2) Der erweiterte pythagoreische Lehrsatz: Das 
Quadrat einer Dreieckseite ist gleich der Summe der Quadrate der 
beiden anderen Seiten vermindert oder vermehrt um das 
doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion der 
anderen auf sie, je nachdem der ersten Seite ein spitzer oder ein 
stumpfer Winkel gegenüberliegt. (Fig. 248.) 

Man bezeichnet mit a , b , c die Mafs- 
zablen der Seiten eines Dreiecks, mit hi, h^, hg 
die Höhen, die auf a, b, c senkrecht stehen, mit 
a^ die Projektion von a auf 1) , mit ag die Pro- 
jektion von a auf c u, s. f. 

Dann gelten die Formeln: 
a^ = b^ + c^ + 2c ha = b^ + c^ + 2b Ca, 
1,2 ^ c2 -t- a^ + 2 a Ci = c^ + a* + 2 c ag, 
c^ = a^ + b^ + 2 b ag = a^ + b^ + 2 a bi. 




Im Dreieck BCF ist: 

„ „ ACF ist: 

durch Subtraktion: 



' = iig' + (c + bg)^ 



h" 2 C bg 

- 2 cbg. 



i ist gleichgültig, ob man die zweite Seite auf die dritte 
oder die dritte auf die zweite projiziert, da die Rechtecke bcg und 
cbg gleich sind. 
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Folgt aus den beiden 'Werteii für a^, 
oder aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ACF 
und ABE. 

Euklidischer Beweis: (Fig. 249.) 
A CAGr = Va AGlir, 
A BAI = V2 AIKE, 
A CAG ^ A BAI, 



AGFH 



AIKE. 




Di< 



Mittel-Transversalen, 
b, c i? 



Bezeichnet man die nach den Mitten von 
gezogenen Ecktransversalen mit tj , t^ , 1 
gelten die 

Formeln: ti^ = -5- (b^ + c^) j- 



t.^ - -i- (c^ 



-a^) 



Im Dreieck A C D ist : b^ = t^" 
„ „ ABD „ : c^ = ti^ 

durch Addition: b^ + c^ . 
Beispiele: 




1) 35, 73, 

2) 102, 73, 

3) 21, 100, 



t. 


4) 


21, 


tj 


5) 


7, 


t. 


6) 


0,52 



C. Tangentenabschnitte am Inkreise. 

Berührt der Inkreis die Seiten a, b, c in den Punkten u, v, w, 
so bezeichnet man die Tangentenabschnitte, die von A ausgehen, mit Si, 
mit So und s. die von B nnd C ausgehenden Abschnitte ; es ist also 
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AV = AW = s,, BW = BU = S2und CÜ = 
CV = Sg, und es gelten die 

— a + b-t-c 
Formeln: Si = ^ = ^ — ^' 

a — b + c . 

Sa = 2 = s — b, 

__ a + b — e 

Hierin bezeichnet s den halben Umfang des 
Dreiecks : 

a + b + c 



Fig. 251. 



Aus den Gleieliungon s^ + Sg 

folgt durch Addition: 2 s, 

oder: Sj 
davon : 



+ Si = b, Sa + s 
- 2 Sa = a + b + 



Xb yg 



D. Tangentenabschnitte an einem Ankreise. 

Die Tangentenabschnitte, die von den Ecken A, B, C ausgehen, 
bezeichne : 

mit Xi 5"i Zj, wenn der Ankreis die Seite a 
von aufscn berührt, 
wenn der Ankreis die Seite b 
von aufsen herührt, 
„ Xg j-g Zg, wcnu der Ankreis die Seite C 
von aufsen herührt. 
Dann gelten die 
Formeln: 

Xi = 8, Xg = S — C, Xg = s — b, 

y, = s — e, ya = s ya = s — a, 




Aus den Gleichungen y, 



folgt durch Addition : 2 Sj = a + b + c, 
also X, ^ s und yi ^ s — c ^= Sg, 
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E. Die Radien des Inkreises uüd der drei Ankreise. 

Ist i> der Radius des Inkreises, pi, q^, pg die Radien der Aniireise, 
die a bezw. b, e von anfseii tierllhren, so gelten die 
Formeln: 



p = 1 / si Sa Sa _ l/ (s — a)(s-b)(s-c) ^ ^ 

Pj = 1/ g Sa Sa ^ l /s (s — b) (S — C) 

1/ ssls, ^W .(B-c)(s-a) — 
'^ ' 8, ' s — b 



= K^f^-)/^ 



s (s — a) (s — b) 



Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke AOV 
und A Ol V, folgt p : pi ^= Si : s , und aus der 
Ähnlichkeit von COU und COiUi folgt 




oder 
und 



F. Der Inhalt der Dreiecks und die drei Höhen. 
I = Ys (s — a) (s — b) (s — c), 

21 _ 2yB(s — a) (s~li) (s^^ 



21 



2Vs(s — a) (s — b) (s — e) 
b 

2Vs(s.^a) (s-bHs - e) 
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I = A ORC + OCA + OAB 



^ .l/Sp^^y.^ 



andererseits ist 



G. Der Radius des Umkreise 



41 4Vs(s-a) (s- b) (s-c) ■ 




Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke AEB 
und A C D folgt : 

2 r : c == b : hj 



Rationale Dreiecke. 

1) Erklärung: Dreiecke heifsen rational, wenn ihre drei 
Seiten mit dem Radius ihres Umkreises ein gemeinschaftliches Mafs 
besitzen (kommensurabel sind). 

Dann sind auch ihre Höhen, die Radien des Inkreises und die 
der drei Ankreise mit r kommensurabel, ferner der Inhalt des 
Dreiecks mit dem Quadrat, das die Mafseinheit zur Seite hat. 
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2) 




Tafel 


rationa 


1er Dr 


eiecke. 






Nr. 


a 


b 


c 


Nr. 


a 


b 


c 


: 


4 


13 


15 


16 


33 


58 


85 


2 


5 


20 


30 


17 


41 


50 


89 


3 


13 


14 


15 


18 


51 


52 


53 


4 


18 


30 


37 


19 


57 


65 


68 


5 


13 


40 


37 


20 


58 


85 


117 


6 


15 


37 


44 


21 


68 


87 


95 


7 


17 


40 


41 


22 


29 


101 


120 


8 


21 


41 


60 


23 


41 


401 


408 


9 


25 


38 


51 


24 


44 


119 


145 


10 


25 


39 


56 


25 


63 


197 


240 


11 


26 


51 


52 


26 


61 


102 


109 


12 


26 


35 


51 


27 


61 


229 


232 


13 


26 


61 


55 


28 


109 


229 


312 


14 


26 


51 


73 


29 


119 


146 


156 


15 


31 


68 


87 


30 


155 


232 


367 



3) Aiifgabe: Man berechne für jedes dieser Dreiecke aus 
den Mafszahlen seiner Seiten die Stücke, die in dem vorliergehenden 
len angeführt sind. 



§ 5f). 
Der Lehrsatz des Ftolemäus. 

In jedem Sehnenviereck ist das Rechteck aus den beiden Dia- 
gonalen gleich der Summe der Rechtecke gebildet aus je zwei 
Gegenseiten. (Fig. 256.) 

Man macht ^DAF = <BAE; dann ist: 
1)AAFD~ABC, folglich d:u =e:b 
oder ue ^= bd. 
2) AAFB^ADC, folglich a: v = e:c 
oder ve = ac, 
mithin ue +ve = bd + ac, 

e (u + v) = b d + a e, 

ef =bd + ac. ^.j^_^5^_ 
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Beispiele: Man berechne für die folgenden Sehnenvierecke die 
Diagonale f und den Eadins des Umkreises. 

Wo liegt der Mittelpnnkt des Umkreises bei den Vierecken 1 — 6 
«nd wo bei 7 — 15? 



Welche Gestalt haben die Vierecke 


1, 2 


16, 17, 19 


? 






a, 


h, 


c, 


tl, 


e 




a, 


b. 


e. 


d, 


e 


1) 


35 


15 


15 


7 


20 


11) 


144 


17 


100 


105 


145 


2) 


25 


15 


7 


15 


20 


12) 


44 


117 


35 


120 


125 


S) 


86 


51 


40 


36 


68 


13) 


24 


143 


144 


17 


145 


4) 


85 


51 


36 


40 


68 


14) 


264 


23 


140 


225 


265 


6) 


65 


39 


33 


25 


52 


15) 


104 


153 


60 


175 


186 


6) 


65 


39 


25 


33 


52 


16) 


40 


77 


40 


13 


51 


') 


20 


15 


24 


7 


25 


17) 


40 


77 


13 


40 


61 


8) 


60 


25 


56 


33 


65 


18) 


80 


125 


260 


91 


195 


9) 


56 


33 


16 


63 


65 


19) 


35 


44 


35 


100 


75 


10) 


40 


75 


36 


77 


85 


20) 


260 


280 


91 


253 


300. 



Siebzehnter Abschnitt. 

Die regelmäfsigen Vielecke und der Kreis. 

§ 60. 

Die regelmäfsigen Vielecke. 

1) ErkläruQg: Ein Vieleck heifst regelmäfsig, wemi seine 
Seiten (untereinander) und seiae Winkel (untereinander) gleich sind. 

2) Lehrsatz: Jeder Innenwinkel eines regelmäfsigen n-Ecks 
, 2n- 



beträgt 




R, jeder Aufsenwinkel — R, 



3) Lehrsatz: Besitzt ein regelmäfsiges Vieleck 

^ eine gerade Anzahl von Ecken, so sind seine Seiten 

paarweise parallel. (Gegenseiten und Gegenecken.) 

Bezeichnet man den Aufsenwinkel {= — Kl 

mit ß, so bildet eine Seite mit der anstofsenden Seite 
den Winkel ß, mit den nächstfolgenden den Winkel 
2(5, mit der dritte» Seite den Winkel dß, mit der 

— Seite den Winkel — ß = 2 11: die letztere 

2 2 ' 

ist also der Seite parallel, von der die Betrachtung 

ausging. 
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4) Lehrsatz: Sind ABCD vier aufeinander folgende Ecken 
eines regelmäfsigen Vielecks, so ist die Diagonale A D der Seite B C 
parallel und mithin das Viereck ABCD ein gleichschenkliges 
Trapez. (Fig. 257.) 

5) Lehrsatz: Jedes regelmäfsige Vieleck besitzt einen 
Umkreis. (Fig. 257.) 

Der Kreis, der durch A, B und C geht, mufs auch durch D gehen, 
weil jedes gleichschenklige Trapez einen Umkreis besitzt. 

Der Kreis, der durch U, C und D geht, niufs auch durch E 
gehen u. e. w. 

6) Lehrsatz: Jedes regelmäfsige 
Vieleck besitzt einen Inkreis, (Fig. 258.) 
weil gleiche Sehnen eines Kreises vom Mittel- 
punkt gleich weit entfernt sind, 

7) Die Mittelpunkte des Umkreises und 
des Inkreises fallen in einen Punkt, den 
Mittelpunkt des Vielecks. 

8) Lehrsatz: Teilt man den vollen 
Zentriwinkel (vou 360") eines Kreises in 

n gleiche Zentriwinkel f zu 

Sehnen ein regelmäfsiges Vieleck. 

Die Seiten und Winkel sind gleich, weil 
zu gleichen Zentriwinkeln gleiche Sehnen und 
gleiche Peripheriewinkel gehören. 

9) Das Dreieck, das durch eine Seite 
des Vielecks und durch die Radien nach 
ihren Endpunkten gebildet wird, heifst 
das Bestimmungsdr eieek des Viel- 
ecks, i-ig. 259. 

10) Die Aufgabe , ein regetmäfsiges Vieleck mit einer vor- 
geschriebenen Seitenzahl zu konstruieren, kommt also auf die Auf- 
gabe hinaus , den Vollwinkel von 360" in die vorge- 
schriebene Zahl gleicher Teile zu zerlegen. 

11) Diese Teilung ist nur für gewisse Zahlen mit Hilfe von Zirkel 
und Lineal durchführbar. Seit dem Altertum sind vier Reihen konstruier- 
barer regelmäfsiger Vielecke bekannt: 

I. Reihe: 
(2-Eck) 4-Eck, 8-Eck, 16-Eck, 32 




bestimmen die zuj 
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II. Rciliei 

3 -Eck, 6-Eck, 12-Eck, 24:-Eck, 48 

m. Reihe: 

5-Eck, 10-Eck, 20-Eck, 40-Eck, 80 

IV. Eeihe: 

15-Eck, 30-Eck, 60-Eck, 120-Eck, 240 

Gaufs entdeckte am 30. März 1796, dafs der Vollwinkel auch in 
17 gleiche Teile geometrisch zerlegt werden kann. 

Später wies er nach, dafs die Konstruktion immer dann möglich 
ist, wenn die Anzahl der Teile durch eine Primzahl angegeben wird, 
die um eins gröfser ist, als eine Potenz von 2. 

Ea ist hemerkenswert, dafs in den Reihen, die mit einer Primzahl 
beginnen, nicht das erste Vieleck der Reihe, sondern immer das zweite 
den Ausgang für die Konstruktion hildet, also das 4-Eck, 6-Eck, 10-Eck, 
3i-Eck a. s. f. 

Vom zweiten Vieleck gelangt man zum ersten, indem man je zwei 
Teile des Vollwinkels zu einem znsammenfafst. 

Vom zweiten Vieleck gelangt man zum dritten, indem man jeden 
Teil des Vollwinkels halbiert. 

Die Übrigen Vielecke erhält man der Reihe nach, indem man jeden 
bereits erlangten TeJlwinkel wiederum halbiert. 

12) Lehrsatz: Legt man an einen Kreis die Tangenten, die 
den Seiten eines eingeschriebenen regelmäfsigen Vielecks parallel 
sind, so erhält man ein rege)mäfsiges Vieleck um den Kreis mit 
gleicher Eckenzahl. (Fig. 260.) 



Die Winkel sind gleich, weil sie den 
Winkeln des eingeschriebenen Vielecks gleich 
sind. Die Gleichheit der Seiten wird durch 
Kongruenz von Vierecken bewiesen. MABG 
und MC DE kommen zur Deckung durch 
eine Drehung um M oder durch eine halbe 
Wendung um M C. Hieraus geht hervor, dafs 
AB = KC = CD = DE ist. 




Die JVrafszahlen der Seiten und Umfange regelmäfsiger 
Vielecke. 

I) Die Mafseinheit bildet entweder der Eadius oder der 
Durchmesser des Kreises, dem die Vieleeie eingeschrieben oder um- 
geschrieben sind. 



Hosted by 



Google 



- 85 - 

2) Aufgabe: Aus der Seite des eingeschriebenen regel- 

mäfsigen n-Eeks die Seite des umBchriebenen n-EcIiS zu berechnen. 

Formel; (Fig. 261.) 

, _ s.r 2s„ 



Pn 



r. 



Man tiereclinet zuerst den Radius des In- 
kreises ; 



dann benutzt man die Proportion 



Y._^ j/._^. 




Fig. 261. 

3) Aufgabe: Aus der Seite des eingeschriebenen regelmäfsigen 
n-Eclis die Seite des eingeschriebenen 2n-Ecks zu berechnen. 



.. = ']/ 2 ^V^-'-f- 



Man berechnet zuerst pn ^ 1/ r^ — —^ i 
dann a^a nilttelst des Pj'thagoreisclien Lehr- 



V = (r - f. 




- 2r(. 


. + f 


= r2 — 2 




+ r' 


4 


= 2r' — 


^^V^-^ 






•,.=V^^' 


-.V.7-- 






.=,)/2_]/,_^. 
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4) Die erste Reihe: 

a) Das regelmäfsige Viereck: 

Zwei senkrechte Durehmesser teilen den Vollwinkel in vier 
gleiche Teile. 

s^ = r VT; U4 = 4r VT^ 2 d ■/T"= 2,82 843 d, 
84= 2r; U4 = 8r =4d =4,00000d. 

b) Das regelmäfsige Achteck: 

Sg = r 1/ 2 — y"2 r 1I3 = 8 r 1/ 2 — i^ 

= 4d 1/ 2 — yT= 3,06147 d. 



-J (2 - y 2) = ^ (2 4- y 2) ; 
-.\y % + i^. 



2r^l/2 



^^ _ 2^(2-11) = 2r(y 2-- 1), 



■■ 1/2 + y 2 
Ua= 16 r (y2 — 1) == 8 d {/I — 1) = 3,31 371 d. 
5) Die zweite Reihe: 

a) Das regelmäfsige Sechseck: 
Da der sechste Teil des Vollwinkels 60" beträgt, so mufs das 
Bestimmungsdreieck gleichseitig sein. 

Sg = r; u« = 6 r = 3 d = 3,00000 d. 

. _ ,. _ _^ _ 3 ^ r y- 
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S« : Se = r : pe, _ 

r' _ 2r Va 

üfl = 4 r VT = 2 d y 3 = 3,46410 d. 

b) Das regelmäTsige Dreieck: 



Va=6rVs = 3 Vsd = 5,19615 d. 

c) Das regelmäi'sige Z wölfeek: 

= (?)' + ('- ^•)" = T +(-- T ^)"- 

= rl/2— VÜ; n„ = 12pl/2 — yTj = 6d 1/2 — VT 



(.„■ = r> - -^ = r' - ^ (2 - /3) = -J (2 4- y S) ; 

Pii =-5- 1/2+ VT. 



2r'(l/2-yi) 

S12 = /J - =^ = 2 r (2 — V 3), 

r|/2+ VS 
U,3=24r(2 — yi3)= 12 d (2 — Vs) = 3,21 539 d. 
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6) Die dritte Reihe: 

a) Das regelmäfsige Zehneek: 
Da der zehnte Teil des Vollwinkels 36" beträgt, so mufs die 
Basis des Bestimmungsdreiecks gleich dem gröfseren Abschnitt des 
stetig geteilten Schenkels sein, 
(r - »,.) : =,. = s„ : r 
s,.' + r,„=rü; s„ = i (V 5 - 1), 

u„ _ 5 r (VT-- 1) = -'- d (VT— 1) = 3,09 017 d. 



f = '• - 


- 4 <^^ 


-1)' = 


i;-(io+2 


Vö) 


= "■ : Piü, 


1) 


-(- 2 yi; 




T>'">- 


3,2i920 d 


2 VI 
5 




~ ^10 + 2 y"6 
10 a 1/5 — 2 y"5 = 





b) Das regelmäfsige Fünfeck: (Pig. 263,j 

~ (10 - 2 y^), 




s. 


-iK" 


-21/5, 


"5 




— 2 y~5 




2 
+ 1). 
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»s: 


S5 == f ; Ps , 




2r 1/10 — 2 y~5 




Vö + 1 



Ug = 5 d 1/ 5 



- 2 y 5 



:2rl/5— 2 Vö, 
= 3,63271 d. 



7) Die vierte Reihe: 

Das regelmäfsige Fünf zehneck: 

Der 15. Teil des Voilwiükels beträgt 24« = 60" — 36«; er ist 
also gleich der Differenz der Zentriwinkel, die einer Seif« des 
Sechsecks und einer Seite des Zehnecks entsprechen. 



§ C2. 

Der Kreis als regelmäfsiges Polygon mit unzählig 

vielen Ecken. 



1) Lehrsatz: Jedes Vieleck um den 
Kreis hat einen gröfseren Umfang als 
jedes dem Kreise eingeschriebene Vieleck. 

Man verlängert die Seiten ai--*-au des 
inneren Vielecks bis an den Ümfaiig des j 
äufseren (jedesmal nur über einen Endpunkt 
hinaus) um die Stücke Xi----Xn; dadurch 
wird der äufsere Umfang in n Abschnitte 
Ui-'-'Un zerlegt. Nun ist 

ai + Xi < u, + Xn 
a^ -h xa < u, 4- X, 
ag + xa < uy + X, 




1 + x„ < u„ + s 



aj + a^- • ■ -ag <1 Ui + «ä + "n- 

2) Die Umfange der eingcKchriehenen Vielecke nehmen 
mit wachsender Eckenzahl z u. 

Die Umfange der umschriebenen Vielecke nehmen mit 
wachsender Eckenzahl ah. 

Die Sätze lassen sich leicht beweisen, wenn man von einem. Vieleck 
zu dem Vieleck mit doppelter Eckenzahl fortschreitet. Die allger 
Beweise hingegen sind für diese Stufe zu umstäudlieli. 
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3) Dadurch, daCs man die Zahl der Ecken grofs genug nimmt, bann 
man den Unterschied zivischen dem umfang des nmschriebenen und dem 
des eingeschriebenen Vielecks unter jede gegebene Gröfse 3 bringen. 



U. - u„ = -^ (r - p„). 

Ersetzt man Uq durch 8r, den Umfang des umschriebenen 4-Ecks, 

und pn durch -^ , das zum eingeschriebenen Dreieck gehörige p , so 

wird die rechte Seite gröfser, als sie für irgend ein n werden kann. 
Es ist also Üb — Uu < 16 (r — pn). 

Nun giebt es aber unzählige Vielecke, für die 

r-fc<^;<..>r-^i.t. 

Man braucht nur die Sehne üu bestimmen, deren Abstand vom 

Mittelpunkt ^= r — ist, und nachzusehen, wie oft sieb diese 

Sehne in den Kreis eintragen läfst. Ist dies pmal, aber nicht (p+ l)mal 
möglich, so braucht n nur gröfser zu sein als p, damit der Unterschied 
Un — u„ unter der Grenze ä bleibt. 

4) Die Mafszahlen der regelmärsigen Vielecke nähern sieh also 
einer bestimmten Grenze, einer irrationalen Mafszalil, 
die man mit dem Buchstaben n bezeichnet, wenn der 
Durehmesser des Kreises als Mafseinheit gewählt wird. 

Jedes umschriebene Vieleck liefert einen oberen Nähe- 
rungswert für 71. 

Jedes eingeschriebene Vieleck liefert einen unteren 
Näherungswert für n. 

Die vorerwähnte Grenze giebt die Mafszahl für die Peripherie des 
Kreises, dem die Vielecke um- oder eingeschrieben sind. Da aber alle 
Kreise ähnliche Figuren sind, so verhalten sich ihre Umfange, wie ihre 
Kadien oder Durchmesser. Es gilt also allgemein der Satz: 

5) „Der Umfang eines Kreises ist gleich Srir." 

Die Zahl n giebt also an, wieviel mal gröfser die 
Peripherie eines Kreises als sein Durchmesser ist. 

6) Der Inhalt eines Kreises ist gleich r' n. 
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Der Inhalt eines nmschriebenen Vielecks ist 



nun nähert sich Un 



der Orenze 2 



, also J^ der Grenze 



— - — = r-' 



Die Zalil/igiebtalso auch an, wieviel mal gröfserder 
Inhalt einesKreises alsdasQuadratseinesHadius ist. 

7) Die Zahl n ist gröfser als 3, aber kleiner als 4. 
Denn die Peripherie ist kleiner als der Umfang des umschriebenen 

Vierecks (= 4 d) und gröfser als der Umfang des eingeschriebenen 
Sechsecks {^= 3 d). 

8) Will man n his auf einen vorgeschriebenen Grad der Genauig- 
keit berechnen, etwa bis auf die sechste Dezimalstelle, so hat man nach 



3) 



1 wähle 



, für das (In !> r — t 



- ist, und die Umfange 



16 000 000 
des umscliriebenen und des eingescliriebenen n-Eclfs zu l)erechnen. 

Die beiden Mafszahlen werden dann bis auf seclis Stellen überein- 
stimmen; soweit stimmt auch 71 mit ihnen ilberein. 

9) Indem Arcliimedes aus Syrakus (287—212 v. Chr.) für n = 96 

diese Bechnung durchführte, fand ei-, dafs die Zahl n zwischen 

„10 j o 10 ,. . 
3 ^- und 3 ^jjT- hegt. 



10) ZuBammenBtellui 
nfänge; 

u, = 2,59807 d 

u, ~ 2,82843 d 

Us = 2,93893 d 

n, = 3,00000 d 

u, — 3,061« d 

u„ = 3,09017 d 

u„ = 3,10683 d 



g der in § 60 berechneten 



D. 
U. 
U. 
U. 
ü, 
U,. 



5,19615 d 
4,00000 d 
3,63271 d 
3,46410 d 
3,31371 d 
3,24920 d 
3,21539 d. 



11) Geht man vom 12 -Eck aus und verdoppelt immer die 
Eekenzahl, so gelangt man zu folgenden Vielecken : 



( d 
3,13935 d 
3,14103 d 
3,14145 d 
3,14156 d 

3.14158 d 

3.14159 d 



3,15966 d 

3,14609 d 

3,14271 d 

3,14187 d 

3,14166 d 

3,14161 d 

3,14160 d. 
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12) Lüdolph van Ceuleii (geboren in HÜdeslieim 1539, gestorben 
in Lej'den 1610) berechnete die Umfange der Vieleclie mit 

32 212 254 720 Eclten 
und fand (zwischen 1586 und 1596) 

n = 3,141 592 653 589 793 2S8 46, 
später berechnete er n bis auf 35 Dezinialzalilen ; nach ihm wird n 
auch die Ludolphsche Zahl genannt. 
Mau merke: TT — 3,141593, 
n = 3^/7: Näherungswert des Arcliimedes (287 — 212 
V. Chr.), 

w = - : Näherungswert des Adrian Metius (um 1550). 

13) Die Rektifikation eines Kreises ist die Aufgabe, 
mit Zirkel und Lineal eine Strecke zu konstruieren, die ebenso lang 
ist wie der Umfang eines gegelienen Kreises. 

14) Die Quadratur des Zirkels (Kreises) ist die Aufgabe, 
mit Zirkel und Lineal ein Quadrat zu konstruieren, das denselben 
Flächeninhalt hat wie ein gegebener Kreis, 

Mit beiden Aufgaben hat man sich lange vergeblich beschäftigt; 
dafs sie unlösbar sind, ist aber erst in neuester Zeit bewiesen worden. 

§ 63. 
Aufgaben, 

in = 3,142.) 

1) Umfang und Inhalt eines Kreises aus seinem Radius r zu 
berechnen, 

r = 5 cm, 7 m, 3,8 dm, 15,2 m, 9,1 km. 

2) Radius und Inhalt eines Kreises aus seinem Umfange u zu 
berechnen, 

u = 157,1 cm, 534,14 m, 848,34 dm, 109,97 km. 

3) Radius und Umfang eines Kreises aus seinem Inhalte J zu 
berechnen. 

J = 12,568 qcra, 254,502 qm, 3,80182 qkm. 

4) Welchen Radius hat ein Kreis, der mit einem Quadrat von 
4,5 cm Seitenlänge a) gleichen Umfang, h) gleichen Inhalt hat? 

5a) Welchen Radius hat ein Kreis, der gleichen Umfang hat 
mit einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten 112 und 15 mm 
lang sind? 
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5b) Welchen Radius hat der Kreis, der mit diesem Dreieck 
gleiche Fläche hat? 

6) Welchen Weg legt die Spitze des grofsen {Minuten-)Zeigers 
einer Uhr in a) 4 Std., b) 25 Min., e) 2 Std. 36 Min. zurück? 
(Länge des Zeigers 18 mm.) 

7) Welchen Weg legt die Spitze des kleineu (Stiinden-)Zeigers 
einer Uhr in a) 5 Std., b) 1 Std. 40 Min., c) 26 Std. 10 Min. 
zurück? {Länge des Zeigers 12 mm.) 

8) Welchen Weg legt die Spitze des Sekundenzeiger (17 mm) 
in a) 24 Sek., b) 3 Min. 25 Sek., e) 1 Std. zurück? 

9) Tn welcher Zeit legt die Spitze des Minutenzeigers (7 mm) 
einen Weg von 1 m zurück? 

10) In welcher Zeit legt die Spitze des Stundenzeigers (11 mm) 
einen Weg von 1 m zurück ? 

11) In welcher Zeit legt die Spitze des Sekundenzeigers (5 mm) 
einen Weg von 1 m zurück? 

12) Wie viel Umdrehungen macht ein Rad von 4 dm Radius 
auf einer Strecke von 1 km? 

13) Wie oft läfst sieh ein 3 m langer dünner Faden um eine 
Rolle von 5 cm Durehmesser wickeln ? 

14 a) Wie lang ist ein Bogen von a) 30", b) 100", c) 3° 20', 
d) 62" 30', wenn der Radius a) 72 mm, h) 18 cm, c) 5,4 m, d) 1 km 
lang ist? 

14 b) Wie grofs sind die zu diei^eu Bogen gehörigen Kreis- 
ausschnitte ? 

15) Ein Bogen von 36" ist 62,84mm lang; wie grofs ist sein 
Radius ? 

16) Ein Kreisausschnitt von 40" hat eine Fläche von 78,55 qem ; 
wie grofs ist sein Radius? 

17) Ein Quadrant (Sextant, Oktant) hat eine Fläche 
von 1 qm ; wie grofs ist der Radius? 

18) Ein Quadrant (Sextant, Oktant) hat einen Umfang von 
1 m; wie grofs ist der Radius? 

19a) Wie grofs ist der Flächeninhalt eines Kreisringes, wenn 
der innere Radius 14 cm, der äufsere 41 cm lang ist? 

19b) Wie lang sind der äufsere und der innere Umfang dieses 
Ringes zusammen? 
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20) Ein 3 cm breiter Kreisring hat eine Fläche von 94,26 qm. 
Wie grofs sind seine Radien? 

21) Ein Kreisring hat aufsen 100 mm mehr Umfang als innen; 
wie breit ist er? 

22) Ein Kreisring von 2 cm Breite hat einen äufseren Umfang, 
der um 8 cm mehr als doppelt so grofs ist wie der innere. Wie 
grofs sind die Radien? 



Achtzehnter Abschnitt. 

Die Anfangsgründe der Trigonometrie. 



Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel, 

1) Eine Gröfse heifst eineFnnktion einer anderen, wenn die 
erste nach einem gegebenen Gesetz von der zweiten Gröfse ab- 
hängig ist. 

2) Die trigonometrischen Funktionen eines Winkels « 
sind die Verhältnisse der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, in 
dem ein spitzer Winkel = « ist. 

3) Man unterscheidet vier trigonometrische Funktionen: 
den Sinus des Winkels « (sin «, gelesen Sinus a), 
den Cosinus des Winkels « (cos «, gelesen Cosinus «), 
die Tangente des Winkels « (tg «, gelesen Tangens «), 
die Gotangente des Winkels « (ctg a, gelesen Cotangens «). 

4) Der Sinus ist das Verhältnis der Gegenkathete zur Hypotenuse : 

Gegenkathete a 

Sm tt = TT ; = 

Hypotenuse c 

Der Cosinus ist das Verhältnis der Nebeu- 

kathete zur Hypotenuse : 

Nebenkathete b 

eos« = — ^i 1 ■ — ■ = 

Hypotenuse c 

Die Tangente ist das Verhältnis der Gegen- 
kathete zur Nebenkathete : 

__ Gegenkathete __ a 
° Nebenkathete b 
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Die Cotangente ist das Verhältnis der Nebenkatliete zur 
Gtegenkathete : 

__ Nebenkathete b 

^ Gegenkathete a 

5) Die trigonometrischen Funktionen sind unbenannte 

Zahlen, die nur von der Gröfse des Winkels und nicht von der 

Gröfse des Dreiecks abhängen, da alle rechtwinkligen Dreiecke mit 

dem Winkel « ähnlich sind und deshalb gleiche Seitenverhältnisse 



6} In jedem rechtwinkligen Dreieck sind zwei spitze Winkel 
enthalten, die sich zu 90" ergänzen. Die Gegenkathete des einen 
ist Nebenkathete des anderen und umgekehrt; deshalb sind die 
Funktionen eines Winkels « gleich den Cofunktionen 
seines Komplementwinkels (und umgekehrt), 

Cosinus Abkürzung für complementi sinus, 
Cotangens ^ „ „ tangens. 

§ 65- 

Winkel, deren trigonometrisohe Punktionen durch 

Quadratwurzeln ausdrückbar sind. 

1) Der AVinkel von 45*': Das rechtwinklige Dreieck ist 
gleichschenklig. (Fig. 266.) 

sin 45" = — ;= = -77- y 2 ; cos 45" = 

tg 45" = 
ctg 45" = 



VT^ 



2) Die Winkel von 30<' und 60»; Das veelitwinlili 



Dreieck ist die Hälfte eines gleichseitigen, 
sin 30" = -1~; cos 30« = J^; 

ctg 30" = Vä; 
V3" ^„„ 1 



■ y^; 



sin 60*> = 



; tg60"=y3;etg60" 
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3) Die Winkel von 18" undvon 72"; Das reclitniultlige 
Dreieck ist die Hälfte des zu einem regelmäfsigen Zehneek ge- 
hörigen Bestimniungsdreiecks. 
c= r; sin 18«=^ (VF- 1) =cos72», 



1 



i (VS — l);cosl8" = ^|/l0 + 2 VT=S 



i72». 



• ^-T l/lO + a V5; tglB» = — '^'•' i— = ctg 72", 



V 



1/10 + 2 Vs 

ctg 18" = i— .-= = tg 72". 

4) Die Bestimraiiiigsdreiecke aller geometrisch konstrai erbaren regel- 
mäfsigen Vielecke enthalten "Winkel , deren trigonometrische Funktionen 
durch Quadratwurzeln ausdrückbar sind, und die zu dem Vollwinkel in 
einem rationalen Verhältnis stehen. Umgekehrt führt jeder Winkel, 
der diese beiden Bedingungen erfüllt, auf ein Polygon der er- 
wähnten Art. 

§ 66. 

Wie verändern sich die trigonometrischen Punktionen 

mit wachsendem Winkel? 

1) Der Sinus nimmt mit wachsendem Winkel zu und zwar 
von bis 1, wenn der Winkel von 0*' bis 90" wächst. (Fig. 268.) 

Der Sinus ist also stets ein echter Bruch und der Loga- 
rithmus eines Sinus stets negativ. 



Man vergleicht eine Reihe rechtwinkliger Dreiecke, 
die alle die gleiche Hj'potenuse haben. Mit wachsendem 
Winkel nimmt die Gegenkathete zu: bei 0" schrumpft 
sie in einen Punkt zusammen, hei 90" wird sie gleich 
der Hypotenuse. 

) Der Cosinus nimmt mit wachsendem Winkel ab und zwar 
von 1 bis 0, wenn der Winkel von 0* bis 90" wächst. (Fig. 268.) 

Der Cosinus ist also stets ein echter Bruch und der 
Logarithmus eines Cosinus stete negativ. 

Man vergleicht eine Eeihe rechtwinkliger Dreiecke, die alle die 
gleiche Hypotenuse haben. Mit wachsendem Winkel nimmt die Neben- 
kathete ab ; bei 0" ist sie gleich der Hypotenuse, bei 90" schrumpft sie 
in einen Punkt zusammen. 
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3) Die Tangente Bimmt mit wachsendem Winkel zu und 
zwar vou bis 00 , wenn der Winkel von O'' bis 90" wächst. 

Die Tangente ist für jeden Winkel unter 45" ein echter 
Bruch, für den Winkel von 45" gleich 1, für jeden Winkel 
über 45" ein unechter Bruch, (Fig. 269.) 

Der Logarithmus einer Tangente ist 
für jeden Winkel unter 45" negativ, für 45" 
selbst gleich Null, für jeden Winkel über 45" 
positiv. 

Man vergleicht eine Reihe rechtwinkliger Dreiecke, 
die alle die gleiche Nebenkathete haben. Mit wachsen- 
dem Winkel nimmt die Gegenkathete zu , bei 0" 
schrumpft sie in einen Punkt zusammen, bei 45" 
ist sie gleich der Nebenkathete , bei 90" naend- 
lich (oo). 

Fig. 269. 

4) Die Cotangente nimmt mit wachsendem Winkel ab und 
zwar von oo bis 0, wenn der Winkel von 0" bis 90" wächst. (Fig. 270.) 

Die Cotangente ist für jeden Winkel unter 45** ein un- 
echter Bruch, für den Winkel von 45" gleich 1, für jetien Winkel 
über 45" ein echter Bruch. 

Der Logarithmus einer Cotangente ist für jeden Winkel 
unter 45" positiv, für 45" selbst gleich Null, fürjeden Winkel 
über 45" negativ. 

Man vergleicht eine Reihe rechtwinkliger 
Dreiecke , die alle die gleiche Gegenkathete 
haben. Mit wachsendem Winkel nimmt die 
Nehenkathete ab, bei 0" ist sie unendlich, bei 
45" gleich der Gegenkathete, bei 90" schrumpft 
sie in einen Pnnkt zusammen. 




Fig. 270. 

5) Die Funktionen nehmen mit wachsendem Winkel zu. 
Die Cofunktionen nehmen mit wachsendem Winkel ab. 



§67. 

Die Beziehungen zwischen den Funktionen eines 

Winkels. 
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Folgerung 


en: 




^^> ^^ ctg « • 




ll))etg«=-^. 




1 c) log tg « + log ctg « = 0. 




^)'^-i:^- 


a 


b sin « a c a 




=)-^«=S^- 


c 


a _ COS « b c b 




4) sin ^a + cos ^« = 1 . 


= — ■ cos ( 


, »;. in ..+ ...-,. •■+'•• «: 1. 



Aus dem Werte einer Funktion des Winkels « die 
Werte der übrigen Funktionen zu berechnen. 

1) Der Siaus ist gegeben: sin « = p. 

cos « = YT^W; tg « = y/_p. ; rtg . = -"^'-^-f-- 

2) Der Cosinus ist gegeben: cos « = p. 



J3IEZ. „,„„, ^p_ 



3) Die Tangente ist gegeben: tg«^p. 

1 . p 1 

cts (t = — ; sm « = — --t ■ cos a ^ — , — ■ 

P y 1 + p^ V 1 -f p' 
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4) Die Cotangeüte ist gegeben: ctg o 



tg« — 



p 


Vi 


+ p' 






yi + p" 


eispiele; 












Bin. 


_ 4 
5 ' 


20 
29 ' 


24 
25 ' 


0,3 


0,85; 


CO,. 


8 
17' 


28 
53 ' 


56 
65 ' 


0,7 


0,352 ; 


is ' 


5 


60 
11 ' 


13 
84 ' 


1,2 


0,089; 




12 


9 


63 







§ 69. 

Die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. 

1) Aufgabe: Ein rechtwinkliges Dreieck aus der Hypote- 
nuse (c) und einem spitzen Winkel («) zu berechnen. 



i) ß=^ 90» 



-«; 2)^. 



1) 37, 18" 55' 29' 

2) 137, 39" 57' 58' 

3) 96,5, 60" 30' 46' 



4) 33,24, 65" 28' 14"; 

5) 366,25, 76" 34' 49"; 

6) 463,55, 85" 45' 28". 



2) Aufgabe: Ein rechtwinkliges Dreieck 
(a) und einem spitzen Winkel (ß) zu berechnen. 

1) „ = 90" — fi; 2) — =- tg ^, 3) — = 
b = a tg ^; c =- 



5 einer Kathete 



1) 96, 21" 14' 22' 

2) 2,52, 42" 30' 4" 

3) 6277,6, 72" 46' 7" 



4) 15,6, 400 26' 59"; 

5) 168,64, 63» 31' 8"; 

6) 0,076, 77" 58' 55". 
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3) Aufgabe: Ein rechtwinfeliges Dreieck aus einer Kathete 
(a) und der Hypotenuse (c) zu berechnen. 



]) b=yc=- a^ 2) sin«=-^; 3)^ = 90«-«. 

Beispiele finden sich in § 56 bei Aufgabe 3); ferner: 
c, a; c, b; 

1) 12, 5; 3) 42,58, 25,05; 

2) 147, 73; 4) 365,25, 288,64. 

4) Aufgabe: Ein rechtwinkliges Dreieck aus beiden Katheten 
(a miii b) zu berechnen. 



l)c=yaä + b^ 2)tg« = -^; 3)^ = 90»-«. 

Beispiele finden sich in § 56 bei Aufgabe 2); ferner; 
a, b; a, b; 

1) 28, 25; 3) 581,4, 419,7; 

2) 13,3, 17,7; 4) 25,651, 19,885. 

§ 70. 
Venuischte Aufgaben. 

1) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenusen- 
abschnitte p und q gegeben ; man soll die Seiten , die Winkel und 
die Hypotenusenhöhe berechnen. 

Beispiele: p= 9; 144; 64; 16,00; 4,41; 89,401; 
q = 16; 25; 225; 0,81; 4,00; 32,400. 

2) In einem Rechteck sind die Seiten a und b gegeben ; man 
soll die Diagonale und die Winkel zwischen den Diagonalen 
berechnen. 

Beispiele: a=60; 11,9; 5,32; 
h= 11; 12,0; 1,65. 

3} In einem ßhombus sind die Diagonalen d und e gegeben; 
man soll die Seiten und Winke! berechnen. 
Beispiele; d = 144; 33,0; 2,08; 
e = 130; 10,4; 1,05. 

4) In einem Rhombus sind die Seite a und ein Winkel « ge- 
geben; man soll die Diagonalen berechnen. 

Beispiele: a = 5; 13; 1; 6,1; 

«=40»; 75"; 53» 7' 48"; 47" 12' 32". 
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5) In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Basis = a, ein 
Schenkel = b, die Basishöhe = h, der Winkel an der Spitze = « 
nnd ein Basiswinkel = ß. Man soll aus den Werten zweier Stücke 
die der übrigen berechnen. 



Soispielc: 
1) a -= 40, b = 101 ; 


4) a=- 12, ß= 59" 43' 32": 


2) a = 105, h = 44; 


5) b = 85, « = 156" 22' 32"; 


S) 1=5,06, h = 2,17; 


6) h=3,6, «=17S"27'I8": 


7) a= 3,25, 


^=35" 8' 4"; 


8) b = 6,89, 


ß = 80" 43' 45"; 


9) h = 27,5, 


ß = 47" 29' 56". 



C) In einem schiefwinkligen Dreieck sind eine Höhe und die 
mit ilir von einer Ecke ausgehenden Seiten gegeben; man soll die 
dritte Seite und die Winkel berechnen. 

Beispiele: 

1) ha = 4,2, a = 7, b = 15; 3) hj = 4, b = 6, c = 9; 

2) hl = 7,2, b = 9, c =- 17 ; 4) h^ = 13, a = 18, c = 25. 

7) Die Seite eines regelmäfsigen n-Ecks ist = a ; mau soll den 
Radius des Umkreises und den des Inkreises berechnen. 

Beispiele: n= 5; 7; 13; 

a = 10 cm; 13 dm; 112,9 cm. 

8) Wie grofs ist die Seite des regelmäfsigen n-Eeks in einem 
Kreise mit dem Radius rV 

Beispiele: n= 8; 9; 11; 

r = 15 m; 8,4 dm; 12,56 m. 

9) Wie grofs ist die Seite eines regelmäfsigen n-Ecks u m einen 
Kreis mit dem Badius r? 

Beispiele: n= 3; 4; 15; 

r = 169 cm; 1,19 in; 44,58 m. 

10) In einem Kreise mit dem Radius r ist eine Sehne s ge- 
zogen ; ihr Abstand vom Mittelpunkte ist = h, und der zugehörige 
Zentriwinkel = <f; man soll aus zwei Stücken die übrigen be- 
rechnen. 

Beispiele: 

l)r = 40,l, s = 8; 4) g< = 70" r = 9; 

2)r= 4,09, h'— 1,2; h) f = 93" 48', a=^7,8; 

3) s = 12,16, h = 1,05; 6) ly = 111" 9' 44", h = 4,25. 

11) In einem Kreise mit dem Radius r befinden sich zwei 
Sehnen Si und Sa mit den Abständen hj und hg und den Zentri- 



Hosted by 



Google 



— 102 ~ 

winkeln tp^ und tf^. Man soll aus tliei Stücken die übrigen be- 
rechnen. 

Beispiele; 

1) Si = 8, ^1 = 70", q>^ = 100''\ 3) Si=130, hj = 156, 8^ = 240; 
2)h, = 11, <p ==90^ (Ps=120''j 4) S2= 11, hä= 30, hi^20,7. 
12) Ein Kreis mit dem Eadiiis r wird von zwei Linien berührt, 
die sich unter einem Winltel « sehneiden. Die Strecken vom 
Schnittpunkte bis zu einem Berührungspunkte und bis zum Mittel- 
punkte sind ^= t und = a, die Berührungssehne = s und der zu- 
gehörige Zentriwinkel = <p. Man soll aus zwei Stücken die übrigen 
berechnen. 



5) a= 5, t= 4 

6) s= 1,7, r= 1,8 

7) s = 79,8, t = 40,l 

8) t = 5,20, a=5,69. 



1) ^ =. 60», s = 12 

2) ^ = 90", t = 7 

3) 9>^ 94" 31' 3", a= 61 

4) 91^99" 6' 2", r = 6,15; 
13) Eine Taugente t und eine Sekante p eines Kreises mit 

dem Radius r schneiden sieh in der Entfernung a vom Mittelpunkte 
unter einem Winkel, der durch die Strecke a in zwei Teile « und ß 
zerlegt wird. Der äufsere Abschnitt der Sekante ist ^= q; ihre 
Sehne s hat den Abstand h und den Zentriwinkel ip. Man soll aus 
drei Stücken die übrigen berechnen. 

Beispiele: 1) q ^= 1, s^ 3, r= 2,5 (a iiTatioBal); 
2) h == 12, r= 13, a= 15 (t „ ); 
S) t= 6,44, q= 3,92, r= 20,67 (alle Strecken 
4) p = 86,49, q_= 24,01, )i= 98,4 rational). 



14a) Eine vertikale Stange von am Länge wirft im Sonnen- 
lichte einen horizontalen Schatten von hm Länge. Wie hoch steht 
die Sonne? 

(Unter der Höhe der Sonne versteht man den 
Winkel «, unter dem ihre Strahlen eine horizontale 
Ebene treffen.) 

Beispiele: a =; 1 m; 3 m; 12,5 cm; 8 dm; 8 dm; 

b = 1 „ ; 17,013 „ ; 25,0 „ ; 7,2 „ ; 5 „ . 

14b) Man soll aus der Schattenlänge und der Höhe der Sonne 
die Länge des Stabes berechnen. 

Beispiele: b=-= 17,89, « = 36"; b= 19,08, «= 52" 38' 48". 

14c) Man soll aus der Länge des Stabes und der Höhe der 
Sonne die Schattenlänge berechnen. 

Beispiele: a =- 24, « = 53* 7' 48"; a = 26, «= 75" 8' 14". 
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15) Man soll aus der Länge des Schatten, den ein Meterstab 
zu verschiedenen Stunden eines Augusttages lieferte, die jedes- 
malige Höhe der Sonne berechnen. (Tägliche Veränderung 
der Sonnenhöhe.) 

5 Uhr: 12,95 m; 7 Uhr; 2,40 m; 9 Ulir: 1,12 m; 11 Uhr: 0,69 m; 

6 „ : 4,14 „; 8 „ : 1,56 „; 10 „ : 0,85 „; 12 „ i 0,63 „ 

16) Man soll aus der Länge des Schattens, den ein Meterstab 
um 12 Uhr mittags an den unten angegebenen Tagen lieferte, die 
jedesmalige Höhe der Sonne berechnen (Jährliche Ver- 
änderung der Sonnenhöhe.) 

1. Jan. : 3,29 m; 1. April: 1,01; 1. Juli i 0,51; 1. Okt. : 1,35 

1. Febr.: 2,36 „; 1. Mai : 0,70; 1. Aug. : 0,63; 1. Nov. : 2,12 

I. März : 1,57 „; 1. Juni : 0,53; 1. Sept.; 0,90; 1. Dez. : 3,08 

21. „ ; 0,50; 22. „ : 3,39. 

17) Ein rechtwinkliges Dreieck wird so aufgestellt, dafs die 
Kathete b horizontal liegt und von Ost nach West gerichtet ist, 
während die Kathete a vertikal steht. Welchen Schatten wirft die 
Hypotenuse um 12 Uhr mittags bei einer Sonnenhöhe von «"V 

Beispiele: a = 1 m, h = 1,05 m, « = 48'*39'; 

a = 1 „ b = 2,4 „ tt = 8" 7' 18". 

18) Man bildet aus Stäben ein rechtwinkliges Dreieck mit 
seiner Hypotenusenhöhe und stellt es so, dafs die Hypotenuse c im 
Horizont von Ost nach West gerichtet ist, während die Höhe 
vertikal steht. Welchen Schatten werfen die Katheten, wenn mit- 
tags die Sonne a° hoch steht? 

Beispiele: Vom rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenuscn- 
abschnitte p und q gegeben: 
1) p = 16, q = 9, K=27"27'4"; 2) p = 2,56, l[=9, «=61"5'50". 

19) Ein Turm erscheint von einem Punkte, der von seinem 
Fufse in horizontaler Linie um am entfernt ist, unter dem Höhen- 
winkel «. Wie hoch ist der Turm? 

Beispiele; 

1) a = 100 m, « = 30"; 2) a = 108, a = 39" 35' 52". 

20) Von zwei Ttlrmen ist der eine 90 m , der andere 50 m 
hoch. Von einem zwisehenliegenden Punkte, der sich mit ihren 
Fufspunkten in einer horizontalen Gleraden befindet, erscheint der 
erste unter einem Höhenwiukel von 16" 41' 57", der andere unter 
140 2' 10". Wie weit sind die Türme von einander entfernt? 

21) Zwei Punkte A und B liegen mit dem Fufae eines Berges 
in einer honzontalen geraden Linie und sind 5 km. von einander 
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entfernt. Von Ä aus erscheiiit die Spitze des Berges unter einem 
Höhenwinkel von 7 ", von B aus unter 12 ". Wie hoch ist 
der Berg? 

(Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.) 



§ 71. 

Der Sinussatz. 

1) Lehrsatz: In jedem Dreieck verhalfen sich die Seiten 
wie der Sinus ihrer Gegenwinkel. 




Formel: a : b : 



= sin a : sin /? : sin y. 



Fig. 271. 
Unter dem 
nan den Sinus 



Ist « stumpf und «i sein spitzer Nebenwinkel, 
so iautet die erste Beziehung : sin «j = -~- 

und das Ergebnis a : b ^ sin «i : sin /?; an Stelle 
vom sin a tritt also der Sinus des Nebenwinkels «i. 
2) Der Sinns satz gilt nur dann in unver- 
änderter Form auch für stumpfwinklige Dreiecke, 
wenn folgendes festgesetzt wird: 

Sinus eines stumpfen Winkels versteht 

seines Kehen winkeis. 

Lz wird angewandt, um aus zwei Winkeln 
einer ihrer Gegenseiten die andere zu 



3) Der Sinussi 
eines Dreiecks und 
berechnen. 

4) Der Sinussatz wird angewandt, um aus zwei Seiten eines 
Dreiecks und einem ihrer Gegenwinliel den andern zu berechnen. 



§ 72. 
Der Cosinussatz. 

1) [Der erweiterte pythagoreische Lehrsatz]: In 
jedem Dreieck ist das Quadrat einer Dreieekseite gleich der Summe 
der Quadrate der beiden anderen, vermindert um das doppelte Pro- 
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dukt aus diesen Seiten und dem Cosinus des 
Winkels. (Fig 

Formeln: 1) a^ ^ b^ 4- c^ — 2 b c cos «, 

2) b^ ^= c^ + a^ ^ 2ea cos ß, 

3) c^ = a^ 4- b* — 2ab cos y. 

a) sin« = -|-; h = b sin « 

cos a = — ; p = b cos « 

q = c — b cos « 
a^ = h^ +^-^1)« sin ^« + c^ — 2 b c cos « -|- b' cos % 
= b* (sin % + cos '«) + c^ — 2bc cos « 
= b^ + c^ — 2bc cos a. 
b) Ist « stumpf, «1 sein Nebenwinkel, so hat man: 

sin «1 = -^1 b = b sin «. 



cos a^ = -— -; p = b cos «1 

q = c + b cos «£ 
a^ = b^ + q2 = b" sin 2«, + c« + 2be cos «, + b'' cos ^^«1 
= b^ (sin ^«, + cos ^«i) + c^ -l- 2 b c cos «1 
^ b^ + c^ -|- 2 b c cos n, ; 
an Stelle von cos « tritt also der negative Cosinus des Nebenwinkels «j. 

2) Der Cosinuasatz gilt nur dann ia unveränderter Torm auch für 
stumpfwinklige Dreiecke, wenn folgendes festgesetzt wird : 

Unter dem Cosinus eines stumpfen Winkels ver- 
steht mau den negativen Cosinus seines Nebenwinkels. 

3) Der Cosinussatz wird angewandt, um aus zwei Seiten 
eines Dreiecks und dem eiugeseblossenen Winkel die dritte Seite 
zu berechnen. 

4) Der Cosinussatz wird angewandt, um aus den drei Seiten 
eines Dreiecks die Winkel zu berechnen. 

§ 73. 
Die Funktionen stumpfer Winkel. 

1) Der Sinus eines stumpfen Winkels ist gleich dem posi- 
tiven Sinus seines Nebenwinkels. 

2) Der Cosinus eines stumpfen Winkels ist gleich dem 
negativen Cosinus seines Nebenwinkels. 



Hosted by 



Google 



3) Die Tangente eines stumpfeu Winkels ist gleich der 
negativen Tangente seines Nebenwinkels. 

_ sin g +_8in «^ 

® " ~ cos et — cos «1 * "'' 

4) Die Cotangente eines stumpfen Winkels ist gleich der 

negativen Cotangente seines Nebenwinkels. 

-r. , cos « — cos «1 

Denn ctg « = ~v— = - — -. — - = — ctg «j. 



§74. 

Der Tangeutensatz. 

1) In jedem Dreiech verhält sieh die Summe zweier Seiten zu 
ihrer Differenz wie die Tangente der halben Summe ihrer Gegenwinkel 
zur Tangente der halben Differenz derselben Winlsel. (Fig. 272.) 



Formeln: 1) (a + h) ; (a - 

2) (b + e) : (b - 



r^;tg — 



3) (c- 



a) : (c — a) = 



■ te'- 




Man schlägt um C mit b den Kreis, verbindet die 
Eaden {P und D) des auf B C liegenden Burchmessers 
mit A and errichtet PF senkrecht auf PA. 

Dann ist -^ x = der Hälfte des Aufsenwinkela bei C, 

^^-^■' ^__ 

^ y u s —— 



PA ' 

PF ^ 
PA ' 
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also 



Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke B D A und B P F ist 
DA;PF-=BD;BP = (a4-h):(a — h); 



. (. 



- b) : (a 



-b). 



2) Der Tangentensatz wird angewandt, um aus zwei Seiten 
eines Dreiecks und dem eingeschlossenen Winkel die anderen Winkel 
zu berechnen. 

3) Aufgabe: Man berechne mit Hülfe des Tangentensatzes 
und des Sinussatzes die Seiten und Winkel eines Dreiecks, wenn 
gegeben sind: 



1) a + b = 209, i 

2) 1) + c = 126, ] 

3) c+ a= 189, tg ? 

4) a — b = 23, tg - 



= 119, tg ■ 



" 23' 



25 



\ 75. 



rormeln für die Tangenten der halben WinkeL 

^) *« i = V s(s-c). 
Man zeichnet den Inkreis (vgl. § 57 C nnd E) : 



1/(8 


- b) (s - 


c) 


>" s (s — a) 


i/ir 


- C) (B - 


«) 


y 8 (B - b) 


1/(8 


-a)(s- 


-b) 



- a s — a ' 



^ |/(s-b)(s-c) 

- y s(s-a) ■ 



Formeln für den Inhalt eines Dreiecks. 

1) I = Vs (s — a) (s — b) (s ^c) (vgl. § 57 F). 
__ a b sin 7 bc sin w ca sin /if 
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b^ sin y sin « 

2 sin li~ 



2 sin y 

I sin y ; 





2 








sm 


^; nach 


dem Sinussatz ist 


a^s 


n/J 


also I 


_.',iy,ß,mr 



Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks. 

1) Aufgabe: Ein Dreieel! aus einer Seite und zwei Win- 
keln zu bereelinen. 

Die Aufgabe wird mit Hilfe des Sinussatzes gelöst. 
Gegeben a, ß und y. 
1) « = 180» -/S — y; 2) b:a = sin/^:sin«, h = -^^^^- 



e : a ^ sin y : sm tt, c ^ — 
Beispiele: 



85' 



1) a = 45, sin 

2) 1) == 20, sin 

3) c = 28, sin 

4) a = 7, «= 73^ ^ = 54«; 

5) h = 3,8, « = 62» 48'; y = 85« 39'; 

6) c = 578,8, ß = 100« 48' 53", y = U" 39' 52". 



' = T^. sin y =- 



2) Aufgabe: Ein Dreieck a 
Gegenwinkel zu bereelinen. 

Die Aufgabe wird mit Hilfe 
Gegeben a, b und «. 



zwei Seiten und einem ihrer 
s Sinussatzes gelöst. 



1) sin ß : 



= b:a 



sin ß = 



Erster Fallt a <b sin «. 
Die Aufgabe bat keine Lösung, weil es keinen Winkel giebt, 
sen Sinus gröfser als 1 wäre. 
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Zweiter Fall: a = b sin«. 
Die Aufgabe hat eine Lösung, die auf ein rechtwinkliges 
Dreieck führt, weil der Winkel, dessen Sinus gleich 1 ist, 90" beträgt. 

Diittei Fill a>b sin«, aber a<b. 
Die Aufgabe hat zwei Lösungeu , weil jedem "Werte eines 
Sinus zwei Winkel entspiechen, ein spitzer und ein stumpfer, die 
sieh zu 180" erganzen Es ist also ß entweder gleich einem spitzen 
Winkel y?i, odei gleich dessen Nebenwinkel ß^ = 180" — ßf 

Vierter Fallt a > b. 

Die Aufgabe hat wiederum nur eine Lösung , weil der 
kleineren Seite b nur ein spitzer Winkel ßi gegenüberliegen kann. 

, , . „ . , . , b sin « 

1) sin I« : sin a = b : a, sm ß = ; 

2) ^=180" — « — ^; 

„, . . a sin y 

ö) c : a ^ sm y : sin «, c ^ —; — '- ■ 

^ ' ' sm « 

Beispiele: 1) a= 13, b= 5,«= 48"; 

2) b = 3,25, c= 3,97, ß-= 54" 56' 56"; 

3)a= 17, c= 10, y= 28" 4' 20"; 

4) a= 1,50, b= 1,56, /J = 7S" 44' 23"; 

5) a =28,53, e= 36,17, «= 42" 58' 49"; 

6) b = 518,4, e = 714,8, y = 104" 19' 4"; 

3) Aufgabe: Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem ein- 
geschlossenen Winkel zu berechnen. 

Gegeben b, c und «. 

Erste Lösung mit Hilfe des Cosinussatzes und des Sinus- 
satzes, 

1) a^ =^ b^ -1- e^ — 2bc cos «, 3= Vb^ -f- c^ — 2bc cos «; 

„, . „ . , . , b sin « 

2) sm jS : sin tt = b : a, sin ß = ; 

3) y = 180" — a — ß. 

Zweite Lösung mit Hilfe des Tangentensatzes und des 

Du. 2) ig^-^: tg^:^-(b-c):(b4-c), 



tg 



2r- ■» 2^ 

? — y _ b — c 



2 bH 
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dition den Wert von y9, durch Subtraktion den "Wert von y; 

„, . . fl- sin V 

öj c : a = sin y ; sin « ; 



i den Werten von ■■■ 



sm 

Beispiele: 1) b = 41, c = 39, cos a = 

2) c = 25, a = 63, cos ß = 

3) a = 61, b = 34, cos y = 



4) b = 26, C = 35, cos « = — ^ ; 
39, b = 56, ctg -^ = tg " "t ^- = 5 ; 



6) b= 7, c^ 15, ctg -^ = tg -l±^ = ^; 

7) c= 13,5, a= 19,8, ß = 48" 17' 46"; 

8) a = 231,8, b = 199,7, y = 125» 49' 58". 

4) Aufgabe: Ein Dreieck aus den drei Seiten zu berechnen. 

Erste Lösung mit Hilfe des Cosinussatzes: 

I52 _l_ c2 „ a^ ßS -|- a^ _ IjB 

cos « = ;7-r- — , cos (9 = -^r— — — , 

2bc ' "^ 2ca ' 

a^ + b^ — c^ 

«" ' 2Fb 

Zweite Lösung mit Hilfe der Formeln für die Tangenten 
der halben Winkel: 



a_ _ 1 / (s - b) (s - e) /? _ ]/ (s - c) (s - a) 

' 2 ^ r s (s _ a) • *^ 2 - ^ 8 (s - b) ' 

tgJL = 1 / (s - a) (s ^bT . 



s (s - 
-b + e 



Beispiele; 1) Man berechne die Winkel der in der Tabelle 
von § 58 durch ihre Seiten gegebenen rationalen Dreiecke ; 
2} a = 5,8, h = 2,3, c = 6,7; 

3) a = 9,63, b = 11,85, e = 8,78; 

4) a = 125,9, b = 147,8, c = 250,7. 
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Vermischte Aufgaben. 

1) In einem Parallelograinm sind a und b die Seiten, d uüd e 
die Diagonalen. Man soll, wenn drei dieser Strecken gegeben sind, 
die vierte und alle Winkel zwischen Seiten und Diagonalen be- 
rechnen. 

Beispiele: 1) a = 35, h= 73, d = 52; 

2) a= 21, b = 89, e = 100; 

3) a= 52, d = 111, e = 175; 

4) b= 3,72, d = 10,01, e = 4,25. 

2) In einem Trapez sind die nichtparallelen Seiten 3 und 
2,6 cm, die gröfsere Grundlinie 5,6 em und die Höhe 2,4 cm lang. 
Man soll die andere Grundlinie, die Diagonalen und die Winkel 
berechnen. 

3) In einem Parallelogramm ist die Grundlinie 21 cm, die zu- 
gehörige Höhe 80 em und eine andere Seite 89 cm lang. Man 
soll die beiden Diagonalen und alle "Winkel zwischen Seiten und 
Diagonalen berechnen. 

4) In einem Trapez sind die parallelen Seiten 75 und 130 cm, 
die anderen 2(i und 51 cm lang. Man soll die Winkel, die Höhe 
und den Inhalt berechnen. 

5a) Die Entfernung zweier Punkte A und B kann 
nicht direkt gemessen werden; man mifst ihre Entfernungen 
von einem dritten Punkte C (B C ^ a, A C = b) und mittelst eines 
Winkelmessers (z. B. eines Theodoliten) den Winkel Ä C B = j-. 
Wie grofs ist AB? 

Beispiele: a = 870 ni, 510 m, 221 m; 

b = 170 „ 130 „ 660 „; 

y = UG" 23' 50", 134« 19' 56", 75" 8' 12. 
5 b) Man mifst nur die Strecke A C = b und die beiden Winkel 
BAC = « und ACB=-r. 

Beispiele: b = 232,5 m, 417 m, 219 m; 

« = 71" 4' 30", 70", 100*' 10'; 

y = 64» 0' 40", 80", 30" 40'. 

5c) Kann man von A nicht nach B sehen, so schaltet man 
zwei Punkte C und D, die mit A in gerader Linie liegen, ein und 
mifst die Strecken AC = p und AD = q und die Winkel AGB =>■, 
ADB = <i. 
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Beispiele: p = 50 m, 213 m, 58,39; 

q = 100 „ 350 „ 124,77; 

y = 81", 76" 11', 89" 48' 33"; 

<S = 56", 62" 48', 550 13' 47". 

5d) Sind A und B für den Feldmesser unzugänglich, so mifst 
er eine Staudlinie CD = a und bestimmt die vier Winkel: 
ACD = rj, BCD = j'ä, ADC = *! und BDC = ^a- 
Man bereclinet in A ACD die Seite AC, in A BCD die Seite 
B C und zum Sehlufs in A A B C die gesuclite Seite AB; der Einfach- 
heit lialtier nehme man an, dafs A und B auf verschiedenen Seiten von 
CD liegen. 

Beispiele: a = 119 m, 155,1 m; 

j'i = 112" 37' 12", 106" 15' 36"; 
y^ = 136" 23' 50", 118" 4' 20"; 
(ii = 22" 37' 12", 22" 37' 12"; 
5^ = 37" 40' 8", 28" 4' 20". 
6) Um die Höhe eines Punktes P über dem Horizont zu be- 
stimmen , sucht man eine Standlinie A B = c , die mit P in einer 
vertikalen Ebene liegt, (Man steckt zu diesem Zwecke in A einen 
Stab senkrecht in die Erde und wählt für B einen Punkt, von dem aus 
der Blick nach P durch den Stab gerade verdeckt wird.) 

a) Ist die Standlinie c horizontal, so mifst man aufser 
dieser die beiden Höhenwinkel (« und ß) in A und B. 

Beispiele: c -= 100 m, 116 m, 350 m; 

u = 14" 2' 10", 5" 32' 43", 30" 27' 56"; 
y? = 9" 27' 45", 4" 19' 56", 22" 37' 12". 

b) Ist die Standlinie nicht horizontal, so hat man überdies 
noch ihre Neigung gegen den Horizont (Winkel y) zu bestimmen. 

Von den beiden Endpunkten der Standlinie soll A höher und näher 
an P liegen als B; man berechne in A ABP die Seite PB und daan 
aus P B und ^ ß die Höhe des Punktes P. 
Beispiele: c = 100 m; 220 m; 

« = 20"; 38" 17' 46"; 

ß = 10"; 29" 46' 32"; 

y = 5"; 11" 15' 18". 
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TEIL 111. 
DIE ANFANGSGRÜNDE DER STEREOMETRIE. 



Neunzehnter Abschnitt. 

Die Lage von Ebenen «ud Geraden im Kaume. 

§ 79. 
Allgemeines. 

1) Die Stereometrie ist die Lehre von den Körpern und 
den Figuren im Kaunie. 

2) Einen allseitig begrenzten Teil des Raumes nennt man einen 
geometrischen Körper. 

3) Die Grenzen eines Körpers heifsen Flächen, die Grenzen 
einer Mäche Linien, die Grenzen einer Linie Punkte. 

4) Der Raum hat drei Dimensionen, die Fläche hat zwei 
Dimensionen, die Linie eine und der Punkt keine Dimension. 

5) Man unterscheidet zwei Arten von Flächen, krumme und 
ebene Flächen. 

6) Eine Ebene ist eine Fläche, die den Raum so teilt, dafs jeder 
Körper, der durch ein Stück dieser Mäche begrenzt wird, längs der 
ganzen Ebene, und zwar auf beiden Seiten verschoben werden kann, 
ohne dafs das Flächenstilck gezwungen ist, ans der Ebene heraus- 
zutreten. 

7) Man unterscheidet zwei Arten von Linien, krumme und 
gerade Linien. 
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8) Die Gerade ist eine Linie, die bei einer Drehung um zwei 
ihrer Punkte ihre Lage heitiehalt. 

9> Zwei gerade Linien haben höchstens einen Punkt gemein. 

10} Wenn eine Gerade mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, so fällt sie mit allen Punkten in die Ebene. 

11) Liegt eine Gerade aufserhalb einer Ebene, so kann sie mit 
ihr höchstens einen Punkt gemein haben; in diesem Falle 
schneidet die Gerade die Ebene. Hat sie mit der Ebene keinen 
Punkt gemein, so ist die Gerade der Ebene parallel. 

12) Durch einen Punkt aufserlialh einer Ebene lassen sich un- 
zählig viele Parallelen zu derselben legen. 

13) Durch eine Gerade lassen sich unzählig viele Ebenen 
legen. 

14) Durch eine Gerade und einen Punkt aufserhalb derselben 
läfst sich nur eine Ebene legen. 

15) Durch zwei Linien, die keinen Punkt gemein haben, lafst 
sich nicht immer eine Ebene legen. 

16) Zwei Linien, die keinen Punkt gemein haben und in einer 
Ebene liegen, heifsen parallele Linien. 

Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden ist nur eine 
Parallele zu ihr möglich. 

17) Zwei Linien, die keinen Punkt gemein haben, und durch 
die sich keine Ebene legen läfst, heifsen windschiefe Linien. 

18) Eine Ebene ist also bestimmt: 

a) durch eine Gerade und einen Punkt aufserhalb derselben; 

b) durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte; 

c) durch zwei einander schneidende Linien; 
il) durch zwei parallele Linien. 

19) Haben zwei Ebenen keinen Punkt gemein, so beifsen sie 
parallele Ebenen. 

20) Haben zwei Ebenen einen Punkt gemein, so haben sie 
alle Punkte einer Geraden gemein; die Ebenen sehneiden 
sieh in einer Kante, Durchschnittslinie. 

21) Solche Ebenen können keinen Punkt aufserhalb ihrer Kaute 
gemein haben, weil sich durch eine Linie und einen Punkt aufser- 
halb nur eine Ebene legen läfst. 



Hosted by 



Google 



22) Haben zwei Ebenen drei nicht in einer Geraden liegende 
Punkte gemein, so fallen sie mit allen Punkten zusammen. 



Gerade und Ebene. 

1) Lehrsatz: Wenn eine Gerade durch den Schnittpunkt 
zweier Linien einer Ebene geht und mit diesen rechte Winkel 
bildet, so steht sie auf allen durch den Schnittpunkt gehenden 
Linien der Ebene senkrecht. (Fig. 273.) 

Trägt man auf den beiden Linien vom Schnittpunkt M aus vier 
gleiche Strecken ab, so sind deren Endpunkte A, B, C, D, — die Ecken 
eines Rechtecks, — von jedem Funkte der Geraden, etwa von S, 
gleich weit entfernt. — Dies geht aus der Kongruenz der vier recht- 
winkligen Dreiecke SMA, SMB, SMC undSMD hervor. — In S 
stofsen also vier paarweis kongruente gleichschenklige Dreiecke zu- 
sammen. 

Legt man nun durch M eine Gerade EF und zieht die Verbindungs- 
strecken SE und SF, so sind diese wegen der Kongruenz der Dreiecke 
SAE und SCF gleich, also das Dreieck SEF gleichschenklig. 

Die nach der Mitte seiner Basis gezogene Linie SM muls auf EF 
senkrecht stehen. 

2) Erklärung: Eine Gerade, die eine Ebene so schneidet, 
dafs sie mit allen durch den Schnittpunkt gehenden Linien der 
Ebene rechte Winkel bildet, lieifst eine Senkrechte der Ebene. 

3) Lehrsätze: a) In einem Punkte einer Ebene kann man 
nur eine Senkrechte auf ihr errichten. (i'ig. 274.) 

b) Von einem Punkte aufserhalb einer Ebene kann mau nur 
■eine Senkrechte auf sie fällen. (Fig. 275.) 

4) Erklärungen: a) Unter der Projektion eines 
Punktes auf eine Ebene versteht man den Fufspmikt der Senk- 
rechten, die man von dem Punkte auf die Ebene fällen kann. 

b) Unter der Projektion einer Strecke (AB) auf eine 
Ebene versteht mau die Strecke zwischen den Projektionen ihrer 
Endpunkte (A und B). 

c) Unter der Projektion einer Geraden auf eine Ebene 
versteht man die Linie, die durch die Projektionen von zwei be- 
liebigen Punkten der Geraden bestimmt wird. 

Im Lehrsatze 8) soll gezeigt werden, dafs die Projektionen aller 
Punkte einer Geraden wiederum einer Geraden angehören, dafs also 
eine Gerade nur eine Projektion liat. 
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Kennt man den Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene, so wird 
die Projektion der Geraden bestimmt durcli ihren Schnittpunkt und 
durch die Projektion eines ihrer Punkte. 

5) Erklärung: Unter dem Neigungswinkel einer Gteradeu 
gegen eine sie schneidende Ebene versteht man den spitzen Winkel 
zwischen der Geraden und ihrer Projektion auf die Ebene. 

6) Lehrsatz: Unter allen Winkeln, die eine Gerade mit den 
durch ihren Schnittpunkt gehenden Linien einer Ebene bildet, ist ihr 
Neigungswinkel der kleinste und sein Nebenwinkel 
der gröfste. (l-'ig. 276.) 

Man schlägt nm M mit der Projektion von MS den Kreis. 
Seite QS > SP, weil sie im Dreieck QSP dem rechten Winkel 
gegen ilh erliegt ; 
„ ES > SQ, weil die Sehne PQ kleiner ist als der Durch- 
messer PK. 
Iß den Dreiecken SMP, SMQ und SMK ist SM gemeinsam, 
MP = MQ = Mß, hingegen SP < SQ< SR; folglich ist auch 
<SMP<SMQ<SMR. 

7) Lehrsatz: Die Gerade bildet mit der Linie, die auf ihrer 
Projektion senkrecht steht, rechte Winkel. (Fig. 277.) 

Die Sehnen PA und PB sind gleich, also auch die Strecken SA 
und SB. 

Im gleichschenkligen Dreieck SAB steht die Transversale nach 
der Mitte der Basis auf dieser senkrecht, 

8) Lehrsatz: Die Projektionen alier Punkte einer Gera^leu 
auf eine Ebene liegen wiederum auf einer Geraden. (Fig. 278.) 

Fiele die Projektion des Punktes T nicht auf die Gerade MP, 
sondern seitwärts auf Q , so lletse sich nach 6) beweisen , sowohl dafs 
■^ SMP > SMQ, als auch dafs ;:^ SMQ > SMP ist. 

9) Folgerungen: a) Die Senkrechten, die von den Punkten 
einer Geraden auf eine sie sehneidende Ebene gefällt werden, sind 
parallel. (Fig. 278a.) 

Sie liegen in einer Ebene und stehen auf einer Geraden derselben 
senkrecht. 

b) Zwei Linien, die auf einer Ebene senkrecht stehen, sind 
stets einander parallel. (fig. 278 a.) 

Man wird nämlich immer eine dritte Linie finden können, die beide 
Linien und die Ebene schneidet. 

c) Die Senkrechten, die in den Punkten einer Geraden auf 
einer Ebene errichtet werden, liegen in einer Ebene. 
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d) Wenn von zwei Parallelen die eine auf einer Ebene senk- 
recht steht, so steht auch die andere auf ihr senkrecht. (Fig. 279.) 

Stünde Lg nicht auf E senkrecht, so liefse sich in P eine andere 
Senkrechte Lg errichten, die gleichfalls der Linie L, parallel sein 
müfste. 

10) Lehrsatz: Zwei Gerade, die einer dritten parallel sind, 
sind selbst parallel. (Fig. aso,; 

Man nimmt eine Kbene zu Hülfe, die auf der dritten senk- 
recht steht. 

11) Lehrsatz: Wenn eine Gerade einer Ebene parallel ist, 
so ist sie auch ihrer Projektion parallel. 

Alle Punkte der Geraden sind von der Ebene gleiclt weit 
entfernt. (Fig. 281.) 

Hätte die Gerade mit ihrer Projektion einen Punkt gemein, so hätte 
sie auch mit der Ebene einen Punkt gemein. — Windschief können die 
beiden Linien nicht sein, weil sie in einer (durch zwei von den Senk- 
rechten bestimmten) Ebene liegen. 



§ 81. 
Zwei oder mebrere Ebenen. 

Lelirsatze: 

1) Wenn eine Gerade L einer Ebene parallel ist, so liefern 
alle durch L gehenden Ebenen mit E Durchschnittslinieu, die unter 
sieh und der Linie L parallel sind. (Fig. 282.1 

Hätte die Gerade mit der Kante Kj einen Punkt gemein , so 
hätte sie anch mit der Ebene E einen Punkt gemein. 

2) Wenn eine Geraiie L eine Ebene E im Punkte P schneidet, 
so liefern alle durch L gehenden Ebenen mit E Durchschnittslinien, 
die durch den Punkt P gehen. jFig. 283.) 

P ist ein gemeinsamer Punkt von Ej und E ; die gemeinsamen 
Punkte dieser Ebenen liegen aber sämUieh auf der Kante K^. 

3) Wenn drei Ebenen drei Durchschnittslinien haben, so sind 
diese entweder parallel, oder sie sehneiden sieh in einem Punkte. 

(Fig. 284a u. b.) 
Die Kante Kj kann der Ebene I parallel sein oder sie in einem 
Punkte P schneiden; im ersten Falle müssen Kj, Kg, Kg nach 1) parallel 
sein, im zweiten J'alle nach 2) durch den Punkt P gehen. 
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4) Wenn zwei parallele Ebenen von einer dritteii Ebene ge- 
schnitten werden, so sind die Kanten parallel. (Fig. 285.) 

Hätten die Kanten einen Punkt gemein, so wäre dieser ein gemein- 
samer Punkt der beiden parallelen Ebenen. 

5) Erklärung: Eine Ebene Ej steht auf einer anderen 
Ebene E senkrecht, wenn sie durch eine Linie L geht, die auf der 
letzteren senkrecht steht. (Fig. 286.) 

Errichtet man in E die Senkrechte Lj anf der Kante K, so steht 
L, auf E, senkrecht , weil sie mit zwei durch ihren Schnittpunkt 
gehenden Linien der Ehene rechte Winkel bildet. 

E steht also auch senkreclit auf Ei. 

6) Wenn zwei senkrechte Ebenen sich in einer Kante K 
schneiden , so fallen alle Linien , die in Punkten der Kante K auf 
der ersten Ebene senkrecht stehen, in die zweite. (Nacii 9 c.) 



Zwanzigster Abschnitt. 

Das perspektivische Zeiclmen. 

§ 82. 
Allgemeines. 

1) Eine ebene Figur kann auch mit einer Figur im Räume 
oder mit einem Körper perspektivisch liegen, wenn jedem 
Punkte der P.aumtigur ein Punkt der Planfigur entspricht, und 
wenn je zwei entsprechende Punkte auf einem Strahfe eines be- 
stimmten Punktes liegen. 

2) Der Punkt , von dem die Strahlen ausgehen , heifst das 
Zentrum der Perspektive oder der Projektion; die ebene 
Figur (die Zeichnung, das Bild) nennt man eine Zentral- 
perspektive oder Zentralprojektion der Raurafigur oder des 
Körpers; die Ehene, auf die projiciert wird, heifst die Bild- 
fläche. 

Ist das Zentrum unendlich fern, d. h. wird die Projektion durch 
parallele Strahlen vermittelt, so spricht man von einer Parallel- 
perspektive oder einer Parallelprojektion. 

3) Die Parallelprojektion heifst senkrecht (orthogonal) 
oder schräg, je nachdem die parallelen Strahlen auf der 
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Bildfläehe senkrecht stellen oder mit ihr spitze Neigungswinkel 
bilden. 

4) Projiziert man einen Köi'per senkrecht auf eine horizon- 
tale Bildfläche, so nennt man die Zeichnung einen Gruudrifs; 
bei einer vertikalen BildHäche liefert die senkrechte Projektion 
einen Äufrifs, 

5) Der Schatten, den eine irdische Lichtquelle (eine Kerze . . .) 
von einem Körper auf ein ebenes Blatt entwirft, ist eine Zentral- 
projektion desselben. 

Der Schatten, den die Sonne (oder der Mond) wirft, mufs wegen 
der grofsen Entfernung des Himmelskörpers als eine Parallel- 
projektion angesehen werden. 

6) Die Bilder, die unser Auge von den Körpern im Räume 
aufnimmt, verlegen wir in der Richtung der Visierlinien in eine 
Bildebene, die man das Sehfeld des ruhenden Auges nennt, und 
erhalten eine zentralperspektivische Abbildung der Wirk- 
lichkeit. 

Ist die Entfernung des Auges von dem beobachteten Gegen- 
stande sehr grofs im Verhältnis zu seiner Ausdehnung, so wird 
das Bild nahezu parallelperspektivisch sein. 

7) Die Visierlinie nach einem Punkte des Raumes lallt mit 
dem (zentralen) Lichtstrahle zusammen, der von dem Punkte Licht 
in das Auge bringt; die Richtung der Visierlinie ist der des 
Lichtstrahls entgegengesetzt. 

8) Das Sehfeld ändert seine Stellung mit der des Auges; bei 
aufrechter Haltung des Beobachters steht das Sehfeld vertikal. 
Bei perspektivischen Zeichnungen wird deshalb im allgemeinen eine 
vertikale Bildebene vorausgesetzt. 

9) Die Ebene, in die unsere Empfindung die Bilder verlegt, 
liegt hinter dem beobachteten Köi*per; denkt man sich aber die 
Visierlinien durch eine Ebene geschnitten, die zwischen Auge und 
Gegenstand hindurch geht, so erhält man eine perspektivische Ab- 
bildung in verkleinertem (verjüngtem) Maf^tabe. 

§ 83. 
Schräge Parallelperspektive bei vertikaler Bildebene. 

1) Um sich eine anschauliche Vorstellung von dem Wesen 
dieser Projektion zu verschaffen, denke man stets an den Schatten, 
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den ein Drahtmodell eines Körpers im Sonüeoliehte auf eine verti- 
kale Ebene wirft. (Fig. 287.) 

2) Jede gerade Linie liefert im allgemeinen ein geradliniges 
Bild. (Fig. 287.) 

Die parallelen Projektion sstrahlen längs der Geraden liegen in einer 
Ebene, die die Bildebene in einer Geraden sehneiden mufs, — Wann 
ist das Bild einer Geraden ein Punkt? 

3) Parallele Linien liefern auch parallele Bilder ("vgl. 
§ 80, 4). (Fig. 287 1 u. B.) 

4) Linien, die die Bildfiäche in einem Punkte P sclmeiden. 
werden durch Linien abgebildet, die ebenfalls durch P gehen (vgl. 

§ 80, 2). (Fig. 287 a, 4, ..) 

5) Eine Strecke, die der Bildiläche parallel ist, wird durch 
eine mit ihr parallele Linie, und zwar in natürlicher 
Gröfse, abgebildet (vgl. § 80, 1). (Fig. 287 0.) 

6) Vertikale Strecken liefern vertikale Bilder in natür- 
licher Gröfse. (Fig. 237 7.) 

7) Horizontale Strecken, die der Bildebene parallel sind, 
liefern horizontale Bilder in natürlicher Gröfse. 

(Fig. 287 s.) 

8) Die Bilder zweier parallelen Strecken von ungleicher 
Gröfse sind den Strecken proportional. (Fig. 287 i u. s.) 

9) Horizontale Strecken, die auf der Bildfläche 
senkrecht stehen, liefern Bilder, die in Länge und Richtung 
von der Richtung der Projektionsstrahlen abhängen (von dem 
Stande der Soune). (Fig. 287 s.) 

9a) Die Länge der Bildstrecke ändert sich mit dem 
Neigungswinkel a zwischen den Projektionsstrahlen und der Bild- 
ebene (Bild = Strecke ■ ctg «). Das Verhältnis zwischen Bild und 
ursprünglicherstrecke nennt man die perspektivische Ver- 
kürzung (oder Verlängeiiing). 

Fällt der Schatten im Sonnenlichte auf eine horizontale Bild- 
ebene, so gieht « die Höhe der Sonne an, 

9b) Die Richtung der Bildstrecke ändert sich mit dem 
Winkel zwischen dem Horizont und der Ebene, die den Projektions- 
strahlen parallel ist und zugleich auf der Bildebene senk- 
recht steht. 

Der Winkel zwischen der Bildstrecke und einer horizontalen 
Linie der Bildfläche heifst die perspektivische Verschiebung. 
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Ist ein horizontaler Stab in eine vertikale Wand eingelassen, so 
wird sich der Schatten, den er im Sonnenlichte wirft, im Laufe des 
Tages drehen. Wenn man die Richtung, die der Schatten zu ver- 
schiedenen Tageszeiten, um 12 Uhr, um 1 Uhr , . . hatte, durch Zeichen 
markiert, so kann man diese Vorrichtung für einige Tage als an- 
genähert zuverlässige Sonnenuhr betrachten; für die Dauer hingegen 
verliert sie diese Bedeutung, weil zu einer bestimmten Tageszeit 
(etwa um 3 Uhr nachm.), aber in verschiedenen Jahreszeiten der 
Schatten verschiedene Richtungen hat. — Soll die Sonnenuhr das 
ganze Jahr hindurch brauchbar sein, so darf der Stab nicht horizontal 
liegen, sondern mufs der Himmel sachse parallel sein, also nach dem 
Polarstern zeigen. 

9 e) Verkürzung und Verschiebung können für jede perspek- 
tivische Zeichnung willkürlich gewählt werden. 

10) Aufgaben: 

Folgende Figuren und Körper sollen perspektivisch gezeichnet 
werden, verkürzt im Verhältnis von 1:3 und verschoben 
um 60". 

a) Ein horizontales Quadrat: 

a) Zwei Gegenseiten sind der Bildfläche parallel, {Fig. 288a.) 
ß) Eine Diagonale ist der Büdfläche parallel. (Fig. 288b.) 

b) Ein vertiliales Quadrat; 

«) Zwei GegeDseiten stehen auf der Bildfläche senkrecht. 

(Fig. 288 c.) 
(?) Eine Diagonale steht auf der Bildfläche senkrecht. 

(Fig. 288 d.) 

c) Ein horizontales Rechteck: 

a) Zwei Gregenseiten sind der Bildfläehe parallel. (Fig. 289a.) 
ß) Eine Diagonale ist der Bildfläehe parallel. (Fig. 289 b.) 
Man nimmt die Hypotenusenhöhen der rechtwinkligen Dreiecke zu 
Hülfe, in die das Rechteck durch diese Diagonale zerlegt wird. 

d) Ein vertikales Rechteck mit zwei auf der Bildfläche 
senkrechten Gegenseiten. (Fig, 289c). 

e) Ein horizontaler Rhombus mit einer der Bildfläehe 
parallelen Diagonale. (Fig. 2ö0a,) 

f) Ein vertikaler Rhombus mit einer auf der Bildfläehe 
senkrechten Diagonale. (Fig. 290b.) 

g) Ein horizontales gleichschenkliges Dreieck: 

«) Die Basis ist der Bildfläche parallel. (Fig. 291 a.) 

ß) Die Basishohe ist der BildfJäcbe parallel. (Fig. 291b.) 
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h) Ein vertikales gleichschenkliges Dreieck: 

«) Die Basis steht auf der Bildfläche senkrecht. (Fig. 291 o.) 
ß) Die Basishöhe steht auf der BiMfläche senkrecht. 

(Fig. 291 d.) 

i) Ein WUrfel mit horizontaler Grundfläche (vgl. 
§ 86). 

«) Vier horizontale Kanten sind der Bildfläche parallel. 

(Fig. 292 a.) 

ß) Zwei horizontale Flächendiagonalen sind der Bildfläche 

parallel. (Fig. 292b.) 

k) Ein Quader (vgl. § 87) in den gleichen Lagen. 

(Fig. 293 a u. b.) 

1) Das regelniäfdge Oktiieder oder Achtflach. (Fig. 294.) 
Man verbindet bei einem Würfel je drei Endpunkte des recht- 
winkligen Achsenkreuzes zn einer dreieckigen B e grenz üb gsfiä che. 

m) Das regelmafsige Tetraeder oder Vierflaeh. (Fig.295.) 
Man hebt in einem Würfel zwei windschiefe Diagonalen zweier 
Gegenflächen hervor und legt durch je drei ihrer Endpunkte eine drei- 
eckige Be grenznngs fläch e, 

d) Ein horizontaler Kreis. (Fig. 296 a.) 

Man nimmt den auf der Bildfläche senkrechten Durchmesser nnd 
auf jeder Seite zwei mit ihm parallele Sehnen zu Hülfe. 

o) Ein vertikaler Kreis, dessen Ebene auf der Bildflilclie 
senkrecht steht. (Fig. 296 II) 

p) Ein gerader Cylinder mit horizontaler Grundfläche 
(vgl. § 84). (Fig. 297.) 

q) Ein gerader Kegel mit horizontaler Grundfläche (vgl. 
§ 83). (Fig. 298.) 

r) Drei einander rechtwinklig in Durchmessern durch- 
dringende Kreise. (Fig. 299.) 
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Einundzwanzigster Abschnitt. 

Die einfachsten Körper mit krnmnien Flächen. 



Der Kegel. 

1) Ein Kegel ist ein Körper, (ler von einem Kreise und einer 
lirmnmen Mantelfläclie , die in eine Spitze ausläuft, begrenzt 
wird. (Kig. 800.) 

2) Der Kreis heifst die Grundfläclie des Kegels. 

3) Der krummeMantel eines Kegels läfst sich in eine Ebene 
ausbreiten; er enthält unzählig viele gerade Linien, die die Spitze 
mit den Punkten der Grundperipherie verbinden. Diese Linien 
heifsen die Kanten des Kegels. 

4) Die Linie, die die Spitze mit dem Mittelpunkte des Grund- 
kreises verbindet, heifst die Achse des Kegels. 

5) Man unterscheidet gerade und schiefe Kegel; bei einem 
geraden Kegel steht die Achse auf der Grundfläche senkrecht; bei 
einem schiefen Kegel bildet die Achse mit der Grundfläche einen 
spitzen Neigungswinkel, 

6) Die Aehsenschnitte eines geraden Kegels sind samtlieh kon- 
gruente gleichschenklige Dreiecke. (Fig. 300.) 

7) Die Achsenschnitte eines schiefen Kegels sind ungleichseitige, 
untereinander verschiedene Breiecke. (Fig. aoi.) 

8) Der Achsenschnitt, der durch die Projektion der Achse auf 
die Grundfläche geht, enthält die gröfste und die kleinste Kante 
des Kegels. (Fig, 30l.) 

9) Geht der Aehsenschnitt durch den Durchmesser, lier auf der 
Projektion der Achse senkrecht steht , so bildet er ein gleich- 
schenkliges Dreieck, {Fig. 801.) 

10) Der Mantel eines geraden Kegels liefert aufgerollt einen 
Kreisausschnitt; der Eadius des Kreises ist gleich der Kante s des 
Kegels ; der Bogen des Ausschnittes ist ebenso lang wie die Grund- 
peripherie des Kegels (2t n). (Fig. 302.) 
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11) Die ■ Mafszahl des Mantels eines geraden Kegels ist gleich 
dem halben Produkt aus den Mafszahlen seiner Grundperipherie 
und seiner Kante. (Fig. 302.) 

M = 71 r s. 

Man zerlegt den Kreisausschnitt durch unzählig viele Radien in 
unendlich kleine Dreiecke ; 



12) Lehrsatz: Der Zentriwinkel des aufgerollten Mantels 
verhält sich zu 360" wie der Radius des Grundkreises zui- Kante 



Der Bogen des Kreisausschnittes ist einerseits =^ 2r7i, anderer- 

13) Folgerung: Der Mantel eines geraden Kegels liefert 
einen Halbkreis, wenn die Achsenschnitte gleichseitige 
Dreiecke sind, einen Quadranten, wenn die Kante doppelt so 
grofs ist wie der Durchmesser, drei Quadranten, wenu die Kante um 
Vs gröfser ist als der Radius. 

14) Die Formel für den Inhalt des Kegels 

wird später bewiesen werden (vgl. § 1^1). 

15) Aufgaben: 

a) Aus dem Radius r des Gruudkreises und der Achse h eines 
geraden Kegels die Kante , den Mantel , die Ohei-fläehe und den 
Zentriwinkel des Mantels zu berechnen, 

Beispiele: r : S dm, 7 cm, 44 cm, 3,7 m, 
h = 4 „ 24 „ 117 „ 12.8 „. 

h) Der Radius eines geraden Kegels ist 3 cm, seine Kante 
12,68 cm; man soll die übrigen Stücke berechnen. 
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e) Der Mantel eines geraden Kegels, dessen Grundkreis einen 
Radius von 36 cm besitzt, hat einen Zentriwinkel von 270"; wie 
gi'ofs sind die llbrigen Stücke? 

d) Ein gerader Kegel von 7 cm lladius besitzt einen Mantel 
von 162,7 qin; wie grofs sind die übrigen Stücke? 

e) Ein gerader Kegel, dessen Aehsensebnitt ein gleichseitiges 
Dreieck ist , hat eine OberÜäehe von 200 qcin ; wie grofs sind die 
übrigen Stücke? 

f) Ein gerader Kegel, dessen Höhe fünfmal so grofs ist, wie 
der Durehmesser der Grundfläche, hat einen Mantel von 1 qm 
Fläche; wie grofs sind die übrigen Stücke? 

g) Die Oberfläche eines geraden Kegels ist 420 qdm; wie 
grofs sind die übrigen Stücke, wenn der Mantel einen Zentriwinkel 
von 144" besitzt? 

h) Ein gerader Kegel, dessen Mantel und Grundfläche aus 
Weifsblech bestehen, wiegt leer 420 g. Wie hoch ist er, wenn sein 
Grundradius 12 cm lang ist und 1 qdm des Bleches 35 g wiegt? 

i) Ein offener, oben 2 dm weiter Trichter aus derselben 
Bleehsorte wiegt (ohne das Änsatzrohr) 350 g; wie hoch ist der 
Trichter? 

§85. 
Der Gylinder. 

1) Der Cylinder ist ein Körper, der von zwei parallelen kon- 
gruenten Kreisen und einer krummen Mantelfläche begrenzt 
wird. (Kig. 303.) 

2) Die Kreise heifsen die Grundflächen {die obere und die 
untere) des Cylinders. 

3) Der krumme Mantel eines Cylinders läfst sich in eine 
Ebene ausbreiten ; er enthält unzählig viele gerade Linien , die die 
Endpunkte paralleler Radien der Grundflächen miteinander ver- 
binden; diese Linien heifsen die Kanten des Cylinders. 

4) Die Linie, die die Mittelpunkte der beiden Grundkreise ver- 
bindet, heifst die Achse des Cylinders. 

5) Die Kanten des Cylinders sind seiner Aclise parallel. 

6} Man unterscheidet gerade und schiefe Cylinder; bei 
einem geraden Cylinder steht die Achse auf den Grundflächen 
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senkrecht, bei einem schiefen Cylinder bildet die Achse mit den 
Gmndfiächen spitze Neigungswinkel. 

7) Die Achseuschnitte eines geraden Cyliuders sind sämtlich 
kongruente Rechtecke. (Fig. 303.) 

8) Die Aehsenschnitte eines schiefen Cylindei'S sind schief- 
winklige, untereinander verschiedene Parallelogramme. (Fig. 304.) 

9) Der Achsensehnitt, der durch die Projektion der Achse auf 
die Grundfläche geht, enthält den kleinsten spitzen Winkel und den 
gröfsten stumpfen Winkel. (j<'ig. 304.) 

10) Geht der Achsensehnitt durch den Durchmesser, der auf 
der Projektion der Achse senkrecht steht, so bildet er ein 
Rechteck. (Fig. 304.) 

11) Der Mantel eines geraden Cyliuders liefert aufgerollt ein 
Rechteck, dessen Höhe gleich der Achse des Cyliuders, und dessen 
Grundlinie gleich seiner Grundperipherie ist. (Fig. 305.) 

12) Die Mafszahl des Mantels eines geraden Cylinders ist also 
gleich dem Produkt aus den Mafszahlen seiner Höhe und seiner 
Grundperipherien : M ^ 2 r ;i h. 

13) Die Formel für den Inhalt des Cylinders 

I = r^ 71 h 
wird si)äter bewiesen werden (vgl. g 90). 

14) Aufgaben: 

a) Aus dem Radius r des Grundkreises und der Höhe eines 
geraden Cylinders Mantel und Oberfläche zu berechnen. 
r = 4 cm, 12 cm, 28,3 dm, 

h = 9 „ 37 „ 57,8 „ 

h) Der Mantel eines geraden Cylinders von 7 em Itadius hat 
48,46 qdm Fläche ; wie grol's ist seine Höhe ? 

e) Die Obei'fläche eines Cylinders von 18 cm Durchmesser be- 
trägt 1 qm ; wie grofs ist seine Höhe V 

d) Die Oberfläche eines an einem Ende offenen Cylinders ist 
2827,8 f[cm grofs; wie weit ist er, wenn seine Höhe 4 dm ist? 

e) Eine leere eyliudrische Konservenbüchse von a cm Durch- 
messer und h em Höhe wiegt q g. Wie schwer ist ein qdm des 
Bleches, aus dem die Büchse gefertigt ist? 

a = 10, 7,6, 9,8, 

b = 12, 11,4, 4, 
4 = 152, 100, 105. 
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f) Eine cylindrische Petroleumkanne spitzt sich oben zu einem 
Kegel von 12 cm Seitenkante zu und hat leer ein Gewicht von 1 kg. 
Der Cylinder hat einen Durchmesser von 15 cm und. eine Höhe 
von 20 cm; wie schwer ist ein qdm des Bleches V 

§ 86. 
Die Kugel. 

1) Die Kugel ist eine krumme Fläche, deren Punkte s&mtlich 
von einem Punkte gleich weit entfernt sind. 

Dieser Punkt heifst der Mittelpunkt oder das Zentrum 
der Kugel. 

Die unveränderliche Strecke zwischen dem Mittelpunkte und 
einem Punkte der Kugelfläche heifst der Radius der Kugel. 

Zwei in einer Ueraden liegende Radien bilden einen Durch- 
messer der Kugel. 

2) Kugel und Gerade: Eine gerade Linie hat mit der 
Kugel keinen, einen oder zwei Punkte gemein. 

a) Ist ihre Entfernung vom Mittelpunkte gröfser als der Radius, 
so hat die Linie keinen Punkt mit der Kugel gemein. 

b) Ist die Entfernung gleich dem Radius, so hat sie einen 
Punkt mit der Kugel gemein und heifst eine Tangente der 
Kugel. 

c) Ist die Entfernung kleiner als der Radius, so hat <lie Linie 
zwei Punkte mit der Kugel gemein. Die Strecke zwischen diesen 
Punkten heifst eine Sehne der Kugel. 

3) Kugel und Ebene: Eine Ebene hat mit einer Kugel 
keinen, einen oder sämtliche Punkte einer Kreislinie 



a) Ist der Abstand der Ebene vom Mittelpunkte der Kugei 
gröfser als der Radius, so hat die Ebene keinen Punkt mit der 
Ki^el gemein. 

b) Ist dieser Abstand gleich dem Radius, so hat die Ebene 
nur den Fufspunkt der vom Mittelpunkt auf sie gefällten Senk- 
rechten mit der Kugel gemein und lieifst dann eine Tangential- 
ebene der Kugel. 

e) Ist der Abstand kleiner als der Eiidius, so liegen die gemein- 
samen Punkte auf einem Kreise. (Fig. iKi6.) 
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Alle gemeinsamen Punkte A, B, C müssen vom Fufepunkte P 

der Senkrechten gleich weit entfernt sein , wie aus der KougruenK der 
Dreiecke MPA, MPB, MPC hervorgeht. 

4) Hauptkreise und Nebenkreise: 

a) Ein Kreis, dessen Ebene durch den Mittelpunkt geht, heifst 
ein Hauptkreis der Kugel. 

h) Ein Nebenkreis ist ein Kreis, dessen Ebene nicht durch 
den Mittelpunkt geht. 

c) Die Hauptkreise sind die gröfsten Kreise der Kugel ; ihre 
Radien sind gleich den Kugelradien. 

d) Nebenkreise haben um so kleinere Radien, je weiter sie 
vom Mittelpunkte abstehen. 



Zweiundzwanzigster Abschnitt, 

Die einfachsten Körper mit ebenen Begrenzungs- 
flächen. 

§ 87. 
Der Würfel. 

1) Der Würfel ist ein Körper, der von sechs kongruenten 
Quadraten begrenzt wird. Jede dieser Grenzflächen ist einer 
Gegenfläehe parallel und steht auf den vier anderen senk- 
recht. (Fig. 307.) 

2) Der Würfel hat zwölf gleich lange Kanten, von denen je 
vier parallel sind. Zwei parallele Kanten, die nicht in einer Grenz- 
fläche liegen, heifsen Gegenkanten. 

3) Der Würfel hat acht Ecken , von denen je zwei , die nicht 
in einer Grenzfläche liegen, Gegeuecken heifsen. 

4) Die Strecke zwischen zwei Gegenecken heifst eine Körper- 
diagonale des Würfels. 

5) Die Diagonalen der begrenzenden Quadrate heifsen Flächen- 
diagonalen. 

6) Je zwei Körperdiagonalen halbieren einander, 
weil sie Diagonalen eines ebenen Rechtecks sind. 
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7) Die vier Körperciiagonaleii schneiden sich in einem Punkte, 
dem Mittelpunkte des Würfels, der von allen Ecken gleieli weit 
entfernt ist. 

8) Um jeden Würfel läfst sich also eine Kugel be- 
schreiben, (welche durch die acht Ecken geht). 

9) Die Strecke, die die Mitten zweier Gegeuöächen verbindet, 
steht auf diesen senkrecht, geht durch den Mittelpunkt des Würfels 
und wird durch ihn halbiert. 

Verbindet man die Mitten der Gegentlächen paarweise, so 
erhält mandas rechtwinklige Achsenkreuz desWürfels. 

Der Mittelpunkt ist daher von allen Flächen gleich weit entfernt. 

In jeden Würfel läfst sich also eine Kugel be- 
schreiben, (welche die sechs Flächen berührt). 

10) Berechnungen: Ist a die Mafszahl einer "Würfelkante, 
so ist 

a) die Oberfläche des "Würfels = 6a^; 

b) eine Flächendiagonale d = a V 2 ; 

(d^ = a^ + a^ =^ 2a^); 

c) eine Körperdiagonale D ^ a V 3 ; 

(D« = a^ + d^ = a^ 4- Sa^ = 3a^); 

a I— 

d) der Radius der Umkngel R = -^y 3 ; 

e) „ „ „ Inkugel "" ^ "ö" ' 

f) der Radius des umschriebenen Cylindevs =■ -^ y~2^; 
die Höhe „ „ „ ^ a; 

g) der Radius des eingeschriebenen Cylinders = -^ \ 
die Höhe „ „ „ = a; 

h) der Radius des eingeschriebenen Kegels = „-; 

die Hohe „ „ „ ^ a ; 

a . 

die Kante „ „ „ ^= "2" T 5 . 

11) Der Würfel dient als Mafs für den Rauminhalt 
von Körpern. 
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Die gebräuehliehsten Eaumeiolieiteii sind: 
das Kubikmeter (ebm) , ein Würfel, dessen Kiinte 1 m lang ist, 
„ Kubikdecimeter (cdm) „ „ „ „ 1 dm „ „ 

„ Kubikcentlmeter (ccm) „ „ „ ,, 1 cm „ „ 

„ Kubikmillimeter (cram) „ „ „ „ 1mm „ „. 

Statt Kubikdecimeter sagt mau auch, sofern es sich um 
den Rauminhalt handelt, der von einer Flüssigkeit eingenommen 
wird, 1 Liter (I). 

12) Die Mafszahl für den Inhalt eines AVürfels ist 
gleich der dritten Potenz der Kantcu-Mafszahl. 

Formel: V = a* cbm, 
(wenn die Kante a m lang ist). 
Die Kante a und die Längeneinheit m sollen ein gemeinschaftliches 
Mats q besitzen, das h-mal in a und k-mal in m enthalten ist, so dafs 

h 
a ^ -;— m ist. 
k 
Man teilt die vier Grundkanten des gegebenen Würfels W iu je 
h gleiche Teile and verbindet die gegenüberliegenden Teilpunkte ; dadurch 
zerfällt die Grundfläche in h^ Quadrate; auf jedes derselben läfst sich 
ein Würfel Q mit der Kante q stellen. Auf der Grundfläche haben also 
h* Würfel Q Platz ; diese füllen aber den Würfel W nur zum h*"" Teile ; 
es ist also w = b^ Q. 

Ebenso läfst sich zeigen , dafs der Einheitswürfol E ^ k" Q ist ; 

hieraus folgt: Q = -z-^ E und W = -r-g- E = a* cbni. 

Besitzt die Kante eine ganze Mafszahl (z. B. a = 6 ra), so wird 
Q = E; ist die Mafszahl ein Stammbruch (z. B. a ^ ^/'s m), so wird 
Q = W. 

13) Aufgaben: 

a) Man berechne die oben angeführten Stiicke eines Würfels 
aus der Mafszahl a seiner Kante. 

a = 8 mm, 12,5 cm, 3,4 m, 218,8 dm. 

b) Wie hoch ist ein Würfel, dessen Oberfläche ^= f ist? 
f = 21,66 qcm, 91,26 qm, 1 qm, 5 a, 37,8 ha. 

c) Wie hoch ist ein Würfel, dessen Inhalt = i ist? 

i = 27 cdm, 729 ccm, 6859 ccm; 1 1, 1 hl, 3 1, 3000 1. 

d) Ein massiver Eisenwürfe] von 8 cm Kantenlänge wiegt 
3,7 kg; wie schwer ist 1 ccm der Eisensorte, aus der der Würfel 
gefertigt ist? (Wie grofs ist das spezifische Gewicht des Eisens?) 

e) Wie hoch ist ein 10 kg schwerer Goldwürfel, wenn das 
spezifische Gewicht des Goldes 19,3 ist? 
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f) Wie schwer ist eia hohler Kupferwürfel von 2 cm Wand- 
stärke, der aufsen 15 cm hoch ist? (Spez. Gew. des Kupfers 9.) 

g) Ein hohler Eisenwürfe! von 1 cm Wandstärke wird innen 
mit Blei ausgegossen. Wie schwer ist dann der Würfel, wenn seine 
äufsere Höhe 8 cm mifst? (Spez. Gew. des Eisens 7, 2, des Bleis 
1],4.) 

h) Um und in einen Würfel von 13 cm Kante werden Kugeln 
beschrieben; wie grofs sind deren Radien? 

i) Um und in eine Kugel von 13 cm Radius werden Würfel 
beschrieben; wie grofs sind deren Kanten? 



Der Quader. 

1) Der Quader ist ein Körper, der von sechs Rechtecken be- 
grenzt wird. 

Jede dieser Grenzflächen ist einer Gegenfläehe parallel 
und kongruent und steht auf den vier übrigen von ihr ver- 
schiedenen Flächen senkrecht. (Fig. 308.) 

2) Der Quader hat zwölf Kanten, von denen je vier parallel 
und gleich sind. 

3) Sind a, b und c die Mafszahlen von drei in einer Ecke 
zusammenstofsenden Kanten , so sind die Mafszahlen der dort zu- 
sammenstofsenden Flächen gleich 

fi ^ he; fg = ca; fg ^ ab. 
Die Obertiäehe des Quaders ist also 

= 2 (bc-l- ca-l- ah). 

4) Der Quader hat zwölf Fläehendiagonalen, von denen je vier 
einander gleich sind ; die Mafszahlen sind : 

dl = y b" -I- e^ ; da = V e^ -H a^ dg = VäF+W. 

5) Der Quader hat vier gleiche Körperdiagonalen, die sich in 
einem Punkte schneiden. 

D^ = di^ -H a' = da= -|- h^ = ds^ -|- c\ 
D^ = a^ -1- b^ -1- c^ 



D = Va^-l- b* -i- e^ 
6) Der Quader besitzt eine Umkugel, aber im allgemeinen 
keine Inkugel; 

der Ra^fius der Umkugel ist R = Va V a^ -H b^ -f- c'^. 
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7) Die Mafszahl für den Inhalt eines Quaders ist gleich dem 
Produkt aus den Mafszaliten der in einer Ecke zusammenstofsenden 
Kanten. 

Formel; V = abc ebm, 
(wenn die in einer Ecke zusammenstofsenden Kanten 
am, bm, cm lang sind)- 
Die Kanten a, b, c und die Längeneinheit m sollen ein gemein- 
sames Mais q besitzen, das g-mal in a, b-mal in b, i-mal in c und It-irial 

g b i 

in m enthalten ist, so dafs a = - — m, b = -;— m, c = -;— mist. 

k k k 

Teilt mau dann in der Grundfläche die beiden a-Eanten in g gleiche 
Teile, die beiden b-Kanten in h gleiche Teile und verbindet die gegen- 
überliegenden Teilpunkte , so zerfällt die Grundfläche in g h Quadrate. 
Auf jedes derselben läfst sich ein Würfel Q stellen, also haben auf 
der Grundfläche gh Würfel Q Platz. Diese füllen aber den Quader 
nur zum i*^^" Teil ; folglich ist der Inhalt des Quaders V = g h i Q, 
während der Einheitswürfel E = k^ Q ist. Hieraus folgt 

V=-SÄ^ E_ -i-.A.-i-E, 
k? k k k ' 

V =^ a ■ b • c ehm. 
a b ist der Inhalt der Grundfläche, c die Höhe des Quaders ; also ist der 
Inhalt eines Quaders gleich dem Produkt aus seiner 
Grundfläche und Höhe. 

8) Aufgaben: 

a) Aus den Mafszahlen von drei in einer Ecke zusarameu- 
stofsenden Kanten die übrigen Stücke zu berechnen: 
a = 4, 8, 5, 12, 15, 25, 35, 27, 
b = 3, 9, 12, 21, 36, 60, 60, 28, 
c = 12, 12, 84, 28, 80, 72, 84, 36. 
h) Welche Cyliuder kann man einem Quader umschreiben, 
dessea Kanten -= a, b, c sindV 

a = 44, 48,88, 8,28, 

b = 240, 81,60, 31,20, 

c = 117, 4,95, 20.35. 

c) Wieviel 1 fafst ein Blechkasten, dessen Kanten 2,5 dm, 8 cm 
und 72 mm lang sind? 

d) Wie lang ist eine Zigarrenkiste von 12 cm Breite und 
10 cm Höhe, zu deren Anfertigung ein Holzbrett von 13,4 qdm 
erforderlieh war? 

e) Wie schwer ist ein Sandsteinquader von 1,4 m Länge, 8 dm 
Breite und 4 dm Höhe? (Spez. Gew. des Sandsteins 2,1.) 
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Der Grundsatz des Cavalieri, 

Zwei Körper sind inhaltsgleich , wenn sie in gleichen Ab- 
ständen von einer Ebene (parallel zu dieser durehsehnitten) gleiche 
Querschnitte besitzen. 

Man denke sich beide Körper gleichzeitig durch unzählig viele 
Schnitte parallel der Grundehene in unendlich dünne Blätter von gleicher 
Dicke zerlegt. Dann haben nach Voraussetzung die Blätter, die in 
gleicher Höhe liegen, dieselbe Gröfse, folglich mufs auch sowohl die 
Zahl wie die Summe der Blätter für beide Körper die gleiche sein. 

Es kann keinen Schnitt gehen, der wohl den einen, aber nicht den 
anderen Körper durchdringt; beide müssen sich also zwischen zwei 
parallele Ebenen legen lassen, die deren Oberflächen nur berühren. Die 
Berührung kann in einem Punkte, in einer Linie oder in einer 
ebenen Fläche erfolgen. Einer Fläche bei dem einen Körper kann 
nur eine gleiche Fläche bei dem anderen entsprechen; einem Punkte 
oder einer Linie hingegen kann sowohl ein Punkt als eine 
Linie entsprechen, weil beide einen Querschnitt von der Gröfse Null 
vorstellen. 

§ 90. 
Das Prisma. 

1) Erklärung: Ein Prisma ist ein Köi-per , der zwei 
parallele kongruente Vielecke als Grundflächen tind eine Anzahl 
von Parallelogrammen als Seitenflächen besitzt. (Fig. 309.) 

2) Die Zahl der Parallelogramme ist ebenso grofs wie die der 
Seiten in den Grundflächen; nach dieser Anzahl wird das Prisma 
drei-, vier- oder mehrseitig genannt. 

3) Ein Prisma heifst gerade oder schief, je nachdem seine 
Seitenkanten auf den Grundflächen senkrecht stehen oder nicht. 

4) Jeder Schnitt durch ein Prisma parallel zur Gnindfläche 
liefert einen Querschnitt, der dieser kongruent ist. 

5) Der Inhalt eines Prismas ist gleich dem Pro- 
dukte aus seiner Grundfläche und Höhe. 

Formel: V — g ■ h. 
Man verwandelt die Grundfläche des Prismas in ein Rechteck und 
konstruiert über diesem einen Quader, der mit dem Prisma gleiche Höhe 
hat. Dann besitzen beide Körper in gleichen Abständen von den 
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Gnindflächen gleiche Querschnitte und sind nach dem Cavalierischcn 
Grundsätze gleich. 

6) Der Inhalt eines Cylinders ist 

V = i-s rt ■ h. (Fig. 310.) 

Mau zieht in beiden Grundflächen unzählig viele paarweis parallele 
Eadien und verbindet die Endpunkte entsprechender Kadieii. Dann 
zerfällt der Cylinder in sehr kleine dreiseitige Prismen: 

V = gih + gjh + 

= h (gl + gä + ) 



7) Aufgaheu: 

a) In einem geraden dreiseitigen Prisma , dessen Grundfläche 
ein rechtwinkliges Dreieck ist, sind die beiden Kathetenkanten 24 
und S2 cm, die Höhenkante 30 cm lang. Wie grofs sind Inhalt 
und Oberfläche dieses Prismas? 

ai) Wie grofs sind die Ausmessungen des geraden Cylinders, 
in den sich dieses Prisma gerade hineinschieben läfst? 

b) Von einem geraden dreiseitigen Prisma , i n das sieh eine 
Kugel beschreiben läfst, sind die Grundkanten 26, 51, 55 cm lang. 
Man soll Hübe, Inhalt und Oberfläche des Prismas berechnen. 

e) Ein Graben von 150 m Länge und 8 dm Tiefe soll oben 
1,20 m, unten 0,6 m breit sein. Wie viel cbm Erde müssen aus- 
gehoben werden? 

d) Wie hoch ist ein cylindrisches Litergefäfs von 12 cm Durch- 



e) Welchen Durchmesser hat ein eylindrisches Fünflitermafs 
von 15 cm Höhe? 

f) Wie schwer ist eine gufseiseme Säule von 4 m Höhe und 
24 cm Durehmesser? {Spez. Gew. des Gufseisens 7.2.) 

g) Wie schwer ist das Meter einer Kupferröhre von 
8 cm Durchmesser und 7 mm Wandstärke? (Spez. Gew. des 
Kupfers 8,8.) 

h) Ein hölzerner Balken von 3 m Länge, 4 dm Breite und 
3 dm Dicke ist der Länge nach cylindriach durchbohrt. Wie schwer 
ist der Balken, wenn die Durchbohrung eine Weite von 1,6 dm 
besitzt? (Spez. Gew. des Holzes 0.45.) 
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§ 91. 
Die Pyramide. 

1) Eine Pyramide ist ein Körper, der als Grundfläche 
ein Vieleck und als Seitenflächen eine Anzahl von Dreiecken 
besitzt, die in einer Spitze zusammenstofsen. (Fig. 311.) 

2) Die Zahl der Dreiecke ist ebenso grofs wie die der Seiten 
in der Grundüäehe; nach dieser Anzahl wird die Pyramide drei-, 
vier- oder mehrseitig genannt. 

3) Lehrsat? Zwei diei&eitige Pyramiden sind inhaltsgleieh, 
wenn sie eine gemeinsame Spitze besitzen, und wenn sieh ihre 
Grundflachen zu einem Parallel ogramm ergänzen. (Flg. 312.) 

Durchschneidet man beide P^iamiden parallel zur gemeinsamen 
Grund L b ene , so eihilt man als Schnittfigur ein Parallelogramm, das 
durch eme Diagonale m zwei kongruente Dreiecke zerlegt ist. 

Beide Koipei hiben also m gleichen Abständen gleiche Querschnitte 
und sind nach dem Cavalieiischen Grundsatze gleich. 

4) Lehrsatz: Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Teil 

eines Prismas von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe. 

gh 
V = -^- (Fig. 313.) 

Man ergänzt Dreieck ABC zu dem Parallelogramm ABCE und 
verbindet E mit D, dann ist nach 3) Pyramide DABC -= DACE. 

Man ergänzt Dreieck DAE zu dem Parallelogramm DAEF und 
verbindet F mit C ; dann ist nach 3) die zweite Pyramide C D A E ^^ Pyra- 
mide CDEF. 

Die drei Pyramiden machen aber zusammen das Prisma aus, das 
DAB zur Grundfläche und die von C darauf gefällte Senkrechte zur 
Höhe hat. 

5) Lehrsatz: Der Inhalt jeder Pyramide ist gleich 
einem Drittel des Produktes aus ihiei Grundfläche 
und Höhe: V = ^/b gh (Fig. 314.) 

Man nimmt in der Grundfläche iineu beliebigen lunkt an und ver- 
bindet ihn mit den Ecken der Pyramide, dann zeifallt diese in so viel 
dreiseitige Pyramiden, als die Grundfläche Seiten hat 
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6) Der Inhalt eines Kegels ist gleich einem Drittel des 
Produktes aus Grundfläche und Höhe : (Fig. 31S.) 

Man zieht in der Grandfläche nnzählig uiele Radien und verbindet 
ihre Endpunkte mit der Spitze des Kegels; dann zerfällt dieser in nn- 
zählig \iele, unendlich kleine dreiseitige Pyramiden. 



V = - 



7) Aufgaben: 

a) Die Grundfläche einer Pyramide ist ein Dreieck ABC, das 
bei C rechtwinklig ist; ihre Spitze liegt um die Strecke h senk- 
recht über der Ecke A. Man soll nachweisen, dafs alle Be- 
grenzungsfläehen der Pyramide rechtwinklige Dreiecke sind, und 
dann ihren Inhalt und ihre Oberfläche berechnen. Für zwei Seiten 
des Dreiecks ABC und für die Höhe h wähle man irgend drei 
Mafszahlen. 

b) In einer Ecke einer dreiseitigen Pj'ramide stofsen drei Kanten 
a, b, h unter rechten Winkeln aneinander; man berechne Inhalt 
und Oberfläche der Pyramide. 

h = 1, 7, 7, 11, 11, 55, 

a ^ 3, 3, 30, 100, 65, 80, 

b = 4, 4, 40, 75, 156, 120. 
Den Inhalt der einen schiefwinkligen Begrenzungs fläche findet man 
am leichtesten, wenn man die Hypotenuse des Dreiecks, das a und b zu 
Katheten hat, als ihre Grundlinie ansieht. 

c) Die Spitze einer Pyramide mit quadratischer Grundfläche 
liegt 15 cm senkrecht über der Mitte des Quadrats. Wie grofs ist 
ihre Oberfläche, wenn der Inhalt 1280 qcm beträgt? 

d) Die Spitze einer Pyramide mit rechtwinkliger Grundflache 
liegt hm senkrecht Über der Mitte des Rechtecks. Wie grofs sind 
Inhalt und Oberfläche der Pyramide, wenn ihre Grundkanten a und 
bm lang sind? 

a = 10, 10, 30, 16, 14, 40, 80, 240, 
b = 18, 32, 12, 40, 64, 144, 24, 24, 
h = 12, 12, 8, 15, 24, 21, 9, 35. 
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e) Ein gerader Kegel von 17 em Höhe hat einen Inhalt von 
300 ccm; wie grofs ist der Radius seiner Grundfläche? 

f) Wie hoch ist ein Kegel von 10 1 Inhalt, de^en Grundfläche 
einen Radius von 45 cm hat? 

g) Ein cylindrisches Gefäfs von 24 em Durchmesser spitzt sich 
oben zu einem Kegel von 9 cm Höhe zu. Wie hoch ist der Cylinder, 
wenn das Gefäfs im ganzen 5 1 Inhalt hat? 

h) Eine Kugel von 29 cm Radius wird durch eine Ebene, die 
21 cm vom Mittelpunkte alisteht, in zwei Kugelabschnitte zerlegt. 
Welche Abmessungen hat der gröfste gerade Kegel , der sich in 
einen dieser Abschnitte besehreiben läfst? 



§ 92. 
Die Kugel. 

1) Lehrsatz des Arehimedes: Eine Halbkugel ist in- 
haltsgleich mit einem Cylinder von gleicher GrundfläcTie und 
gleicher Höhe, der von oben durch einen Kegel von gleicher Be- 
schaffenheit ausgehöhlt ist, (Fig. 316.) 

Durchschneidet man beide Körper in gleichen Abständen von der 
Grundfläche parallel zu dieser, so erhält man als Durchs chnittsfigur bei 
der Halbkugel einen Nebenkreis mit dem Eadius q, bei dem 
ausgehöhlten Cylinder einen Kreisring, dessen äufserer • Radius 
gleich dem Eugetradius r und dessen innerer Radius ebenso grofs ist 
wie der Abstand h des Querschnittes von der Grundfläche, 

Nun ist ()ä = r^ — h*, also die Fläche des Nebenkreises 
Q^ n =^ T^ n — h^;i; die Fläche des Ereisringes ist aber auch 
= r^ TT — h* ;r, nämlich gleich der äufseren Ereisfläche, vwraindert um 
die innere. 

Beide Körper besitzen also in gleichen Abständen von der Grund- 
fläche gleiche Querschnitte und sind nach dem Cavalierischen Grundsätze 
einander gleich, 

2) Formel; Inhalt der Kugel = —3^, 

Inhalt des Cylindevs = r^ n-r =^'Y^n, 
davon : „ „ Kegels = — - — = ■ , 

also : „ der Halbkugel = r^ 31, 

4 
und : „ „ Vollkugol = —— r^ n. 
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3) Lehrsatz: Die Oberfläche einer Kugel ist gleich dem 

Mantel eines Cylinders von gleichem Durchmesser und gleicher 

Höhe , oder die Oberfläche einer Kugel ist viermal so grofs wie die 

Fläche eines Hauptkreises. (Fig. 317.) 

Formel: O = 4 r^ n. 

Man denkt sich die Oberfläche der Kugel mit einem Netz von 

unzählig vielen unendlich kleinen Vielecken (g,, g^ ) überzogen 

und deren Ecken mit dem Mittelpunkte der Kugel verbunden. 

Dann zerß,llt diese in unzählige Pyramiden, die alle den Kugel- 
radius zur Höhe haben, und deren Grundflächen man wegen ihrer ge- 
ringen Ausdehnung als eben ansehen kann. 

Der Inhalt der Kugel ist also gleich 

•) = 4 ". 



-1- 


3 


+ ■ 


■•-^feH 


)der 
md 




T 


=. 4 r" «. 



4) Aufgaben: 

a) Wie grofs ist die Oherfläehe nud der Inhalt einer Kugel 
von r cm Radius? 

r = 1, 10, 7, 8,3, 19,2, 581,4. 

b) Wie grofs ist der Radius uod die Oberfläche einer Kugel 
von V ccm Inhalt? 

V = 1, 10, 300, 1000, 8, 125, 926,75. 

c) Wie grofs ist der Radius und der Inhalt einer Kugel von 
qcm Oberfläche? 

= 1, 10, 100, 625, 417,9. 

d) Wievielmal gröfser ist der Inhalt der Sonne als der 
der Erde, wenn der Soonendurehmesser ca. 1386000 km, der Erd- 
umfang ca. 40000 km beträgt? 

e) Wie schwer ist eine Bleikugel vou 11,2 cm Radius? (Spez. 
Gew. von Blei 11,4). 

f) Wie schwer ist eine gufseiserne Ilolilkugel von 25 cm 
Durehmesser und 2 em Wandstärke ? (Spez. Gew. von Gufs- 
eisen 7,2.) 

g) In ein mit Öl gefülltes Litergefäfs wirft man eine Kugel 
von 8 cm Durchmesser. Wieviel g Öl bleiben im GefäfsV (Spez. 
Gew. vom Öl 0,9.) 
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h) Eio 35 cm langer hohler Cylinder ist an beiden Enden 
durch Halbkugeln von gleichem itufserem Durehmesser (9 cm) 
und gleicher Wandstarke (2 cm) geschlossen. Wie schwer ist der 
ganze Körper, wenn er aus Gufseisen vom spez. Gew. 7,2 ge- 
fertigt ist? 

i) Eine Halbkugel von 7 cm Radius ist mit ihrer ebenen 
Fläche an einen geraden Kegel von gleicher Grundfläche und voh 
24 cm Hoho gekittet. Wie grofs ist das Volumen und die Ober- 
fläche dieses Doppelköi-pers? 
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